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ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΟΥ ΟΡΙΖΟΝΤΑΙ  
ΑΠΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ. ΣΧΕΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Υπενθυµίζουµε ότι: 

α) Στο Λύκειο το σύµβολο 
β

α

f(x)dx∫  ορίζεται µόνο όταν η συνάρτηση f είναι 

ορισµένη και συνεχής στο κλειστό διάστηµα µε άκρα τους αριθµούς α 
και β. Η µεταβλητή x ανήκει στο διάστηµα αυτό και ονοµάζεται µετα-
βλητή της ολοκλήρωσης. 

β) Το σύµβολο 
β

α

f(x)dx∫ , όταν ορίζεται, παριστάνει ένα πραγµατικό αριθµό, 

ο οποίος εξαρτάται από τη συνάρτηση f και τους αριθµούς α και β και 
όχι από τη µεταβλητή της ολοκλήρωσης x, η οποία, λόγω αυτού, ονοµά-
ζεται και βουβή µεταβλητή. Έχουµε λοιπόν: 

β β β

α α α

f(x)dx f(t)dt f(ω)dω ...= = =∫ ∫ ∫  

2. Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
x

α

F(x) f(t)dt= ∫  

Έστω µία συνάρτηση f ορισµένη και συνεχής σ’ ένα διάστηµα ∆ και 
α ∆∈ . Τότε, ορίζεται στο ∆ η συνάρτηση: 

x

α

F(x) f(t)dt= ∫ . 

Στο συµβολισµό αυτό βλέπουµε δύο µεταβλητές, το x και το t. To x δια-
τρέχει το διάστηµα ∆ και είναι η µεταβλητή της συνάρτησης F. Το t είναι η 
µεταβλητή της ολοκλήρωσης (βουβή µεταβλητή) και για το ολοκλήρωµα, 
κάθε άλλο γράµµα, µηδέ εξαιρουµένου του x, θεωρείται σταθερά. 
Αποδεικνύεται το εξής θεώρηµα: 
Θεώρηµα. Η παραπάνω συνάρτηση F είναι µία παράγουσα της f 

στο ∆. ∆ηλαδή, η F είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει: 
F (x) f (x), x ∆′ = ∀ ∈ . 

Έτσι, κάθε συνάρτηση f που είναι ορισµένη και συνεχής σ’ ένα διάστηµα 
∆ έχει παράγουσα στο ∆ (µία παράγουσα αυτής είναι η παραπάνω συνάρ-
τηση F). 
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Με βάση το θεώρηµα αυτό αποδεικνύεται εύκολα το θεµελιώδες θεώρη-
µα του ολοκληρωτικού Λογισµού, που είναι το εξής: 

Θεώρηµα. Αν f είναι µία συνάρτηση ορισµένη και συνεχής σ’ ένα 
διάστηµα ∆ και G είναι µία παράγουσα της f στο ∆, τότε 
για κάθε α, β ∈ ∆ ισχύει: 

β

α

f(x)dx G(β) G(α)= −∫ . 

Σηµειώνουµε ότι, όλες οι συναρτήσεις που ορίζονται από ολοκληρώµατα 
δεν µπορούν να εκφραστούν µε τη βοήθεια των στοιχειωδών συναρτήσεων 
(πολυωνυµικές, ρητές, εκθετικές, λογαριθµικές, τριγωνοµετρικές). Για παρά-
δειγµα, µια τέτοια συνάρτηση είναι η ονοµαζόµενη «συνάρτηση σφάλµατος»: 

2
x

t

0

2
F(x) e dt

π

−

= ∫ , 

η οποία είναι πολύ χρήσιµη στις πιθανότητες, στη θεωρία διάδοσης της 
θερµότητας, στη θεωρία διάδοσης σηµάτων κτλ. 
– Στη συνέχεια, θα δούµε πώς βρίσκουµε το σύνολο ορισµού και την πα-
ράγωγο µιας συνάρτησης που ορίζεται από ολοκλήρωµα. Θα θεωρήσουµε 
γνωστή µόνο τη θεωρία του σχολικού βιβλίου.  

 

3. ΤΟ ΓΕΝΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Πρόβληµα. Να βρεθεί το σύνολο ορισµού και η παράγωγος της συ-
νάρτησης: 

g(x)

h(x)

F(x) f (t)dt= ∫ , 

όπου f, g και h δοσµένες συναρτήσεις. 
Ειδικές περιπτώσεις είναι οι συναρτήσεις: 

x

α

F(x) f (t)dt= ∫   και  
g(x)

α

F(x) f (t)dt= ∫ . 

Σύνολο ορισµού της συνάρτησης F. 
Bρίσκουµε το σύνολο Α στο οποίο η συνάρτηση f είναι ορισµένη και 

συνεχής. Μετά, βρίσκουµε το σύνολο ορισµού Β της g και το σύνολο ορι-
σµού Γ της h. 

• Ένας αριθµός x∈�  ανήκει στο σύνολο ορισµού της F αν, και 
µόνο αν, x (B Γ)∈ ∩  και η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνε-

χής στο κλειστό διάστηµα µε άκρα τους αριθµούς h(x) και g(x). 
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Παράγωγος της συνάρτησης F. 
Έστω ότι η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής σ’ ένα διάστηµα ∆ 

και οι συναρτήσεις g και h είναι ορισµένες και παραγωγίσιµες σ’ ένα σύ-
νολο Ι και ισχύουν: g(x) ∆∈  και h(x) ∆∈ , για κάθε x I∈ . 
Σχηµατικά: 

 
Τότε, η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιµη στο Ι. Για να βρούµε την πα-

ράγωγο της F εργαζόµαστε µε ένα από τους παρακάτω τρόπους: 
Πρώτος τρόπος. Θεωρούµε ένα αριθµό ξ ∆∈ . Έχουµε, για κάθε x I∈ : 

ξ g(x) h(x) g(x)

h(x) ξ ξ ξ

F(x) f (t)dt f (t)dt f (t)dt f (t)dt= + = − +∫ ∫ ∫ ∫ . 

Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση: 
x

ξ

φ(x) f (t)dt, x ∆= ∈∫ , οπότε: φ (x) f (x),  x ∆′ = ∀ ∈ . 

Έτσι, έχουµε στο Ι: 
( ) ( )F(x) φ h(x) φ g(x)= − + . 

Συνεπώς, έχουµε στο Ι: 
( ) ( )F (x) φ h(x) h (x) φ g(x) g (x)′ ′ ′ ′ ′= − ⋅ + ⋅ ( ) ( )f h(x) h (x) f g(x) g (x)′ ′= − ⋅ + ⋅ . 

∆εύτερος τρόπος. Έστω ότι G είναι µία παράγουσα της f στο ∆, οπότε: 
G (t) f (t)′ = , t ∆∀ ∈ . 

Έτσι, έχουµε στο Ι: 

( ) ( )
g(x)

h(x)

F(x) f (t)dt G g(x) G h(x)= = −∫ . 

Συνεπώς, έχουµε στο Ι: 
( ) ( )F (x) G g(x) g (x) G h(x) h (x)′ ′ ′ ′ ′= ⋅ − ⋅ ( ) ( )f g(x) g (x) f h(x) h (x)′ ′= ⋅ − ⋅ . 

 

4. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

Παράδειγµα 1.  Να βρείτε το σύνολο ορισµού και την παράγωγο 
της συνάρτησης: 

x

2
0

ηµt
F(x) dt

t 1
=

−
∫ . 
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Λύση. 

Σύνολο ορισµού. Η συνάρτηση: 
2

ηµt
f (t)

t 1
=

−  
είναι ορισµένη και συνεχής 

στο σύνολο:  
A ( , 1) ( 1,1) (1, )= −∞ − ∪ − ∪ +∞ . 

Ένας αριθµός x∈�  ανήκει 
στο σύνολο ορισµού της συνάρτησης F αν, και µόνο αν, η συνάρτηση f εί-
ναι ορισµένη και συνεχής στο κλειστό διάστηµα µε άκρα τους αριθµούς 0 
και x. Προς τούτο πρέπει και αρκεί: –1 < x < 1. Άρα το σύνολο ορισµού της 
F είναι: FA ( 1,1)= − . 

Παράγωγος. Η παράγωγος της F στο FA  είναι: 

2

ηµx
F (x) f (x)

x 1
′ = =

−

. 

Σηµείωση. Το σύνολο ορισµού της συνάρτησης: 
x

2
2

ηµt
F(x) dt

t 1
−

=

−
∫    είναι   FA ( , 1)= −∞ −  

και της συνάρτησης: 
x

2
3

ηµt
F(x) dt

t 1
=

−
∫    είναι   FA (1, )= +∞ . 

Η παράγωγος των συναρτήσεων αυτών στα σύνολα ορισµού τους, είναι: 

2

ηµx
F (x)

x 1
′ =

−

. 

Παράδειγµα 2.  Να βρείτε το σύνολο ορισµού και την παράγωγο 
της συνάρτησης: 

x
2

1

F(x) 9 t ηµtdt.= − ⋅∫  

Λύση. 
Σύνολο ορισµού. Η συνάρτηση: 

2f (t) 9 t ηµt= − ⋅  

είναι ορισµένη και συνε-
χής στο διάστηµα:  
∆ = [–3, 3]. 
Η συνάρτηση: g(x) x=  είναι ορισµένη στο σύνολο B [0, )= +∞ . 

Ένας αριθµός x∈�  ανήκει στο σύνολο ορισµού της συνάρτησης F αν, 
και µόνο αν, x Β∈  και η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής στο κλει-

( ))( )(
–1 1 +–

8 8

0  
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στό διάστηµα µε άκρα τους αριθµούς 1 και g(x) x= . Προς τούτο πρέπει 

και αρκεί: 
x 0 x 0 x 0

0 x 9
x 93 x 3 x 3

≥ ≥  ≥ 
⇔ ⇔ ⇔ ≤ ≤  

≤− ≤ ≤ ≤   
. 

Άρα, το σύνολο ορισµού της F είναι FA [0,9]= . 

Παράγωγος. Η συνάρτηση g(x) x=  είναι παραγωγίσιµη στο (0, )+∞ . 
Έτσι, η F είναι παραγωγίσιµη στο I (0, ) [0,9] (0,9]= +∞ ∩ = . 

Έστω G µία παράγουσα της f στο ∆, οπότε: 
2G (t) f (t) 9 t ηµt,  t ∆′ = = − ⋅ ∀ ∈ . 

Έτσι, έχουµε στο Ι: 
x

1

F(x) f (t)dt G( x ) G(1).= = −∫  

Συνεπώς, έχουµε στο Ι: 

I
F (x) G ( x )( x ) 9 x ηµ x

2 x
′ ′ ′= = − ⋅ ⋅ =

9 x
ηµ x

2 x

−

⋅ . 

Εξετάζουµε τώρα τη (δεξιά) παράγωγο στο 0. Έχουµε: 

x 0

F(x) F(0)
F (0) lim

x 0+
+

→

−
′ =

−
 (µορφή 

0

0
) =

( )
x 0

F(x) F(0)
lim

(x)+

→

′−
=

′
 

x 0

9 x ηµ x 3
lim

2 2x+

→

 −
= ⋅ =  

 
. 

Συµπεραίνουµε ότι: 

9 x
ηµ x ,  αν 0 x 9

2 xF (x)
3

,                  αν x 0
2

 −
⋅ < ≤

′ = 
 =

 

Παράδειγµα 3.  Να βρείτε το σύνολο ορισµού και την παράγωγο 
της συνάρτησης: 

x 2
t

1
x 1

F(x) e ln t dt
−

−

= ∫ . 

Λύση. 
Σύνολο ορισµού. Η συνάρτηση tf (t) e n t= �  είναι ορισµένη και συνεχής 

στο σύνολο: 
A ( ,0) (0, )= −∞ ∪ +∞ . ( ))(

+–

8 8

0

 



Αντώνης Κυριακόπουλος 

 7

Η συνάρτηση g(x) x 2= −  είναι ορισµένη στο B = �  και η συνάρτηση 
1

h(x)
x 1

=

−

 είναι ορισµένη στο Γ ( ,1) (1, )= −∞ ∪ +∞ . Έχουµε:  

Β Γ ( ,1) (1, )∩ = −∞ ∪ +∞ . 

Ένας αριθµός x∈�  ανήκει στο σύνολο ορισµού της συνάρτησης F αν, και 
µόνο αν, x (Β Γ)∈ ∩  και η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής στο κλειστό 

διάστηµα µε άκρα τους αριθµούς h(x) και g(x). Προς τούτο, πρέπει και αρκεί: 

x 1x 1
x 1 x 1

x 2 0x 2 0 ή
x 2 ή x 2 (x 1 ή x 2)

11
00 x 1 x 1

x 1x 1

   ≠≠    ≠ ≠  
− > − <    

⇔ < > ⇔ < >      
      >< < >    −−
  

. 

Άρα, το σύνολο ορισµού της F είναι: FA ( ,1) (2, )= −∞ ∪ +∞ . 
Παράγωγος. i) Παράγωγος στο 1I ( ,1)= −∞ . Οι συναρτήσεις 

g(x) x 2= −  και 
1

h(x)
x 1

=

−

 είναι ορισµένες και παραγωγίσιµες στο 1I  και 

οι τιµές τους ανήκουν στο 1∆ ( ,0)= −∞ , για κάθε 1x I∈ . Έτσι, η F είναι πα-
ραγωγίσιµη στο 1I . 
Θεωρούµε ένα αριθµό 1ξ ( ,0) ∆∈ −∞ = . Έχουµε για κάθε 1x I∈ :  

1
ξx 2 x 2 x 2x 1

1 1 ξ ξ ξ

x 1 x 1

F(x) f (t)dt f (t)dt f (t)dt f (t)dt f (t)dt.
− − −

−

− −

= = + = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Θεωρούµε τη συνάρτηση: 
x

ξ

φ(x) f (t)dt, x ( ,0)= ∈ −∞∫ , οπότε: φ (x) f (x),  x ( ,0)′ = ∀ ∈ −∞ . 

Έτσι, έχουµε στο 1I : 

1
F(x) φ φ(x 2).

x 1
 

= − + − 
− 

 

Συνεπώς, έχουµε στο 1I : 

1 1
F (x) φ φ (x 2)(x 2)

x 1 x 1

′  ′ ′ ′ ′= − + − −  
− −  

2

1 1
f f (x 2)

(x 1) x 1
 

= + − 
− − 

 

 
1

x 2x 1
2

1 1
e ln e ln x 2

(x 1) x 1
−

−

= + −

− −

. 

ii) Παράγωγος στο 2I (2, ).= +∞  Εργαζόµαστε όµοια και βρίσκουµε τον 

ίδιο τύπο. 
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5. ΣΧΕΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

Θέµα 1. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση:  
x t

2

1 1

F(x) ω 1 dω dt
 

= − ⋅ 
 
∫ ∫ . 

α) Να βρείτε το σύνολο ορισµού της F. 
β) Να δείξετε ότι η F είναι γνησίως µονότονη και κυρτή. 

Λύση. α) Θεωρούµε τη συνάρτηση: 
t

2

1

f (t) ω 1 dω= − ⋅∫ . 

Επειδή η συνάρτηση: 2
φ(ω) ω 1= −  είναι ορισµένη και συνεχής στο σύ-

νολο:  
( , 1] [1, )−∞ − ∪ +∞ , 

βρίσκουµε εύκολα ότι το 
σύνολο ορισµού της f είναι: Α [1, )= +∞ . Στο σύνολο αυτό η f είναι παραγω-

γίσιµη µε 2f (t) t 1′ = − . Έτσι, η f είναι συνεχής στο Α και, όπως βρίσκουµε 

εύκολα, το σύνολο ορισµού της συνάρτησης: 
x

1

F(x) f (t)dt= ∫    είναι το  Α [1, )= +∞ . 

β) Για κάθε x A∈ , έχουµε: 
x x

2

1 1

F (x) f (x) ω 1 dω φ(ω)dω′ = = − ⋅ =∫ ∫   και 2F (x) f (x) x 1′′ ′= = − . 

• Η F στο [1, +∞ ) είναι συνεχής (αφού εκεί είναι παραγωγίσιµη). Έστω 

ένας αριθµός x (1, )∈ +∞ . Για κάθε ω [1,x]∈ , ισχύει 2
φ(ω) ω 1 0= − ≥ , µε 

το = µόνο αν ω = 1. Άρα, ισχύει:  
x

1

φ(ω)dω 0>∫  και τούτο για κάθε x (1, )∈ +∞ . 

Συνεπώς: F (x) 0′ > , για κάθε x (1, )∈ +∞  και άρα η F είναι γνησίως αύ-
ξουσα στο Α [1, )= +∞ . 

• Η F στο [1, )+∞  είναι συνεχής και για κάθε x (1, )∈ +∞  ισχύει: 
2F (x) x 1 0′′ = − > .  

Άρα, η F είναι κυρτή στο Α [1, )= +∞ . 
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Θέµα 2 

Έστω η συνάρτηση: 
ηµx

2
συνx

1
F(x) dt.

1 t
−

=

−

∫  

α) Να βρείτε το σύνολο ορισµού της F. 
β) Να δείξετε ότι η F είναι σταθερή σε κάθε διάστηµα Ι του 

� , στο οποίο είναι ορισµένη και ισχύει: ηµ2x 0> . 

Λύση.  α) Η συνάρτηση: 

2

1
f (t)

1 t
=

−

 

είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα (–1, 1).  
Ένας αριθµός x∈�  ανήκει στο σύνολο ορισµού της F αν, και µόνο αν: 

1 ηµx 1 1 ηµx 1 κπ
x ,  κ

1 συνx 1 1 συνx 1 2

− < < − < <   
⇔ ⇔ ≠ ∈   − < − < − < <   

� . 

Άρα, το σύνολο ορισµού της F είναι: F

κπ

A κ

2
 

= − ∈ 
 

� � . 

β) Έστω G µία παράγουσα της f στο (–1,1), οπότε: 

2

1
G (t) f (t) ,  t (–1,1)

1 t
′ = = ∀ ∈

−

. 

Έτσι, για κάθε x I∈ , έχουµε: 
F(x) G(ηµx) G( συνx)= − − , οπότε έχουµε στο Ι: 

F (x) G (ηµx) (ηµx) G ( συνx)( συνx) ...′ ′ ′ ′ ′= ⋅ − − − = =
συνx ηµx

0
συνx ηµx

− = ,  

γιατί ηµx συνx>0⋅ , αφού ηµ2x 0> .  

Άρα, η F στο Ι είναι σταθερή. 
 

Θέµα 3 
∆ίνεται µία συνάρτηση f, η οποία είναι ορισµένη και συνεχής 
στο � . Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης: 

1
2

0

F(x) x t f (tx)dt= ⋅∫ . 

Λύση. Έχουµε, για κάθε x∈� : 
1

0

F(x) (xt)f (xt) xdt.= ⋅∫  
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Θέτουµε: ω = xt , οπότε dω = xdt . Για t = 0  έχουµε 1ω 0=  και για 

t 1= , έχουµε 2ω x= . Έτσι, έχουµε: 
x

0

F(x) ωf (ω)dω= ∫  και άρα: F (x) xf (x)′ = . 

Θέµα 4 

∆ίνεται µία συνάρτηση f, η οποία είναι ορισµένη και συνεχής 
στο � . Επίσης, δίνονται δύο αριθµοί α, β ∈� . Να βρείτε την 
παράγωγο της συνάρτησης: 

β

α

F(x) f (x t)dt.= −∫  

Λύση. Θέτουµε: ω x t= − , οπότε dω dt= − . Με t α=  έχουµε: 1ω x α= −  

και µε t β= , έχουµε: 2ω x β= − . Έτσι, έχουµε: 
x β x α

x α x β

F(x) f(ω)dω f(ω)dω
− −

− −

= − =∫ ∫ . 

Έστω G µία παράγουσα της f στο � , οπότε: 
G (ω) f (ω),  ω′ = ∀ ∈� . 

Έτσι, έχουµε: 

[ ] x α

x β
F(x) G(ω) G(x α) G(x β).

−

−

= = − − −  

Συνεπώς: 
F (x) G (x α)(x α) G(x β)(x β)′ ′ ′ ′= − − − − − f (x α) f (x β)= − − − . 

Θέµα 5 
Να βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων: 

α) 
2

1

ηµ(tx)
F(x) dt,  x (0, )

t
= ∈ +∞∫ . 

β) 
2x

x

ηµ(xt)
F(x) dt,  x (0, )

t
= ∈ +∞∫ . 

Λύσηι α) Έστω ένας αριθµός x>0. Θέτουµε ω = xt, oπότε dω = xdt. Για t = 
1 έχουµε 1ω x=  και για t 2=  έχουµε 2ω 2x= . Έτσι, στο (0, +∞ ) έχουµε: 

2x 2x 1 2x

x x x 1

ηµω dω ηµω ηµω ηµω
F(x) dω dω dω

ω x ω ω ω

x

= ⋅ = = + =∫ ∫ ∫ ∫  

2x x

1 1

ηµω ηµω
dω dω

ω ω
= −∫ ∫ . 
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Άρα, στο (0, )+∞ , έχουµε: 

ηµ2x ηµx ηµ2x ηµx
F (x) (2x)

2x x x

−
′ ′= − = . 

β) Όµοια µε x>0 θέτουµε ω = xt και βρίσκουµε ότι: 
3

2

x

x

ηµω
F(x) dω

ω
= ∫ ,  και µετά ότι  

3 23ηµx 2ηµx
F (x)

x

−
′ = . 

Θέµα 6 

Να βρείτε τις συνεχείς συναρτήσεις f : →� � , για τις οποίες 
για κάθε x∈�  ισχύει: 

x x
2

0 1

3 f (t)dt f (t)dt 2x 2x 1.
−

− = + +∫ ∫   (1) 

Λύση Έστω ότι µία συνάρτηση f πληροί τις δοσµένες συνθήκες. Από την 
(1) παραγωγίζοντας, έχουµε για κάθε x∈� : 

3f (x) f ( x)( x) 4x 2 3f (x) f ( x) 4x 2′− − − = + ⇒ + − = +  (2). 

Θέτοντας στη (2) όπου x το –x βρίσκουµε ότι για κάθε x∈�  ισχύει: 
3f ( x) f (x) 4x 2− + = − + .  (3) 

Από τις (2) και (3) (απαλείφοντας το f(– x)), βρίσκουµε ότι: 
1

f (x) 2x ,  x
2

= + ∀ ∈� .   (4) 

Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουµε εύκολα η συνάρτηση (4) δεν πληροί την 
ισότητα (1) και άρα τέτοια συνάρτηση f δεν υπάρχει. 

Σηµείωση. Αν το δεύτερο µέλος της (1) ήταν: 2 3
2x 2x

2
+ + , τότε θα υ-

πήρχε µία µοναδική ζητούµενη συνάρτηση, η (4). 
• Παρατηρείστε ότι από την (1) (ακόµα και αν το δεύτερο µέλος ήταν 
αυτό που είπαµε) δεν µπορούµε να βρούµε µία αρχική συνθήκη για 
την f. 

Θέµα 7 
Να βρείτε τις συνεχείς συναρτήσεις f :[0, )+∞ → � , για τις 
οποίες ισχύουν: f (1) 1=  και  

( ) ( )
1

0

1
f tx dt f x , x (0, )

4
= ∀ ∈ +∞∫ .  (1) 

Λύση. Έστω ότι µια συνάρτηση f :[0, )+∞ → �  πληροί τις δοσµένες συν-

θήκες. Θεωρούµε ένα αριθµό x > 0 και θέτουµε: ω = tx, οπότε dω = xdt. Για 
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t = 0 έχουµε ω1 = 0 και για t = 1 έχουµε: ω2 = x. Από την (1) έχουµε για κά-
θε x > 0: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 x

0 0

x x
xf tx dt f x f ω dω f x

4 4
= ⇒ = ⋅∫ ∫ . 

Από την τελευταία ισότητα βρίσκουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο 
( )0,+∞  και (παραγωγίζοντας) ότι:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2

6

x f x 3x f x
4f x f x xf x xf x 3f x 0 0

x

′ −
′ ′= + ⇒ − = ⇒ =  

( )
3

f x
0

x

′ 
⇒ = ⇒ 

 

( ) ( ) ( ) 3
3

f x
c c f x c x

x
= ∈ ⇒ = ⋅� . 

Επειδή f(1) = 1, βρίσκουµε ότι c = 1 και άρα: 3f (x) x , x 0= > .  

Επειδή 3

x 0 x 0
f (0) lim f (x) lim x 0,

+ +
→ →

= = =  έχουµε: 3f (x) x , x [0, )= ∈ +∞   (2). 

Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουµε εύκολα, η συνάρτηση (2) πληροί τις 
δοσµένες συνθήκες και άρα είναι η µοναδική ζητούµενη.  

Θέµα 8 
Να βρείτε τις συνεχείς συναρτήσεις f : (0, )+∞ → � , για τις 

οποίες για κάθε x 0>  ισχύει: 

( )
2x2

x

x 1 2 t
f x f dt

2 t x
−  

= +  
 

∫ .  (1) 

Λύση. Έστω ότι µία συνάρτηση f : (0, )+∞ → �  πληροί τις δοσµένες συνθή-

κες. Θεωρούµε ένα αριθµό x > 0 και θέτουµε: 
t

ω

x
=  οπότε 

1
dω dt

x
= . Με  

t = x έχουµε 1ω 1=  και µε 2t x=  έχουµε ω2 = x. Έτσι, από την (1) έπεται: 

( ) ( )
x x2 2

1 1

x 1 1 x 1 f (ω)
f x 2 f (ω) xdω f x 2 dω

2 ωx 2 ω

− −
= + ⋅ ⇒ = +∫ ∫ . 

Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο 
( )0,+∞  και ότι:  

2 2f (x)
f (x) x 2 xf (x) x 2f (x) xf (x) 2f (x) x

x
′ ′ ′= + ⇒ = + ⇒ − =  

3x f (x) 2xf (x) x2
′⇒ − = ⇒

2

4 2

x f (x) 2xf (x) 1 f (x)
(ln x)

x x x

′′ −   ′= ⇒ = ⇒ 
 

 

( ) 2 2
2

f (x)
ln x c c f (x) x ln x cx

x
= + ∈ ⇒ = +� . 
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Από την (1) έχουµε: f (1) 0= , οπότε βρίσκουµε ότι: c = 0 και άρα:  
2f (x) x ln x, x (0, )= ∈ +∞ .  (2) 

Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουµε εύκολα, η συνάρτηση (2) επαληθεύει 
τις δοσµένες συνθήκες και άρα είναι η µοναδική ζητούµενη. 

Θέµα 9 
Να βρείτε τις συνεχείς συναρτήσεις f : (0, )+∞ → � , για τις 

οποίες για κάθε x 0>  ισχύει: 

( )
1

2
x

1 x
f x 2ln x f dt

t t
 

= −  
 

∫ .  (1) 

Λύση. Έστω ότι µία συνάρτηση f : (0, )+∞ → �  πληροί τις δοσµένες συν-

θήκες. Θεωρούµε ένα αριθµό x > 0 και θέτουµε: 
x

ω

t
= , οπότε 

2

1
dω xdt

t
= − . Με t = x έχουµε 1ω 1=  και µε t 1=  έχουµε ω2 = x. Έτσι, από 

την (1) έπεται:  

( )
x x

1 1

1 1
f x 2ln x f (ω)dω f (x) 2ln x f (ω)dω

x x
= + ⇒ = +∫ ∫      (2) 

x

1

xf (x) 2x ln x f (ω)dω⇒ = + ∫ .   (3) 

Από τη (2) έπεται ότι η f είναι παραγωγίσµη στο (0, )+∞  και έτσι, από 

την (3) (παραγωγίζοντας) έπεται ότι: 

( ) 2 2ln x
f x xf (x) 2 ln x 2 f (x) f (x)

x x
′ ′+ = + + ⇒ = +  

2 2 ln x 1
f (x) dx 2 dx 2 (ln x) ln x dx

x x x
  ′⇒ = + = + = 
 
∫ ∫ ∫  

22 ln x ln x c (c )= + + ∈� . 

Από την (1) έχουµε: f(1) = 0, οπότε βρίσκουµε ότι c = 0 και άρα:  

( ) 2f x 2ln x ln x, x (0, )= + ∈ +∞ .  (4) 

Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουµε εύκολα, η συνάρτηση (4) επαληθεύει 
τις δοσµένες συνθήκες και άρα είναι η µοναδική ζητούµενη. 

Θέµα 10 

∆ίνεται ένας αριθµός α > 0. Να βρείτε τις συνεχείς συναρ-
τήσεις f : →� � , για τις οποίες για κάθε x∈�  ισχύει: 
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( )

x
α

2 αt

0

f x 3αx α e f (x αt)dt−

= + −∫ .        (1) 

Λύση. Έστω ότι µία συνάρτηση f : →� �  πληροί τις δοσµένες συνθήκες. 
Θεωρούµε ένα αριθµό x∈� . Θέτουµε: ω x αt= − , οπότε dω αdt= − . Με  

t = 0 έχουµε 1ω x=  και µε 
x

t
α

=  έχουµε 2ω 0= . Έτσι, από την (1) έπεται:  

( )
0 x

2 ω x 2 x ω

x 0

f x 3αx e f (ω)dω f (x) 3αx e e f(ω)dω− −

= − ⇒ = +∫ ∫        (2) 

x
x 2 x ω

0

e f (x) 3αx e e f(ω)dω⇒ = + ∫ .    (3) 

Από την (2) έπεται ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο � . Έτσι, από την (3) 
(παραγωγίζοντας), έχουµε:  

x x x 2 x x 2e f (x) e f (x) 6αxe 3αx e e f (x) f (x) 6αx 3αx′ ′+ = + + ⇒ = +  
2f (x) (6αx 3αx )dx⇒ = +∫ 2 3f (x) 3αx αx c⇒ = + + . 

Από την (1) µε x = 0 έχουµε f(0) = 0, οπότε βρίσκουµε c = 0 και άρα:  

( ) 2 3f x 3αx αx= + .  (4) 

Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουµε εύκολα, η συνάρτηση (4) επαληθεύει 
τις δοσµένες συνθήκες και άρα είναι η µοναδική ζητούµενη.  

Θέµα 11 

Θεωρούµε έναν αριθµό α > 0 και µία συνάρτηση f ορισµένη 
και παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0, α] µε f (0) 0=  και 
f (x) 0′ > , για κάθε x [0,α]∈ . Να δείξετε ότι για κάθε 
x [0,α]∈  ισχύει:  

f (x)x
1

0 0

f (t)dt f (t)dt xf (x)−

+ =∫ ∫ . (1) 

Θεωρούµε γνωστή την πρόταση: «Αν µία συνάρτηση f είναι 
γνησίως µονότονη και συνεχής σ’ ένα διάστηµα ∆, τότε η 
αντίστροφή της f–1 είναι συνεχής στο f(∆)». 

Λύση. Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [0, α], άρα εί-
ναι 1-1 και συνεπώς αντιστρέφεται στο διάστηµα αυτό και µάλιστα η αντί-
στροφή της f–1 είναι συνεχής στο ( ) [ ] [ ]f [0,α] f (0), f (α) 0, f(α)= = . 

Θεωρούµε τη συνάρτηση: 
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f (x)x
1

0 0

F(x) f (t)dt f (t)dt xf (x).−

= + −∫ ∫  

Η F είναι ορισµένη και παραγωγίσιµη στο [0, α] µε: 
1F (x) f (x) f (f (x)) f (x) f (x) xf (x)−

′ ′ ′= + ⋅ − −  
f (x) xf (x) f (x) xf (x) 0′ ′= + − − = . 

Άρα F(x) c= , για κάθε x [0,α] (c )∈ ∈�  και επειδή F(0) = 0, έπεται ότι 
c = 0. Άρα F(x) = 0, για κάθε x [0,α]∈ . Έτσι, η (1) ισχύει για κάθε 
x [0,α]∈ . 

Θέµα 12 

Μία συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής στο �  και η 
συνάρτηση: 

x

0

F(x) f (x) f (t)dt= ∫  

είναι φθίνουσα. Να δείξετε ότι: 
f (x) 0, x= ∀ ∈� . 

Προς τούτο θεωρήστε τη συνάρτηση:  
2x

0

g(x) f (t)dt
 

=  
 
∫ . 

Λύση. Η συνάρτηση F είναι προφανώς ορισµένη στο � . Η g είναι ορισµένη 
και παραγωγίσιµη στο �  µε: 

x x x

0 0 0

g (x) 2 f (t)dt f (t)dt 2f (x) f (t)dt 2F(x).
′  

′ = = =  
  
∫ ∫ ∫  

Άρα g′ ↓ � . Λόγω αυτού και επειδή g (0) 2F(0) 0, µε x′ = = ∈� , έχουµε: 

 
 x 0 g (x) g (0) 0 g (x) 0′ ′ ′≤ ⇒ ≥ = ⇒ ≥  

και  x 0 g (x) g (0) 0 g (x) 0′ ′ ′≥ ⇒ ≤ = ⇒ ≤ . 

Συµπεραίνουµε ότι η g στο 0 έχει µέ-
γιστο, ίσο µε g(0) 0= . Έτσι, για κάθε 
x∈�  έχουµε: g(x) 0≤  και επειδή g(x) 0≥ , έχουµε: 

2x x
2

0 0

g(x) 0 f (t)dt 0 f (t)dt 0
 

= ⇒ = ⇒ = 
 
∫ ∫

x

0

f (t)dt 0 f (x) 0
′ 

⇒ = ⇒ = 
 
∫ . 
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