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Κεφάλαιο 1

ΣΥΝΟΛΑ

Σηµείωση 1.1. Χωρίς αυτό να αποτελεί αυστηρό µαθηµατικό ορισµό της έννοιας, µπορούµε να πούµε ότι
µια συλλογή καθορισµένων αντικειµένων ϑεωρούµενη αυτή καθαυτή ως νέο αντικείµενο καλείται σύνολο.
Τα αντικείµενα που απαρτίζουν ένα σύνολο καλούνται στοιχεία του συνόλου.

Σηµείωση 1.2. Αν το στοιχείο a ανήκει στο σύνολο E, τότε γράφουµε a ∈ E, ενώ αν δεν ανήκει γράφουµε
a /∈ E.

Ορισµός 1.3. Ας είναι A και B δυο σύνολα.

1. Αν κάθε στοιχείο του A είναι και στοιχείο του B, τότε το A καλείται υποσύνολο του B, το B καλείται
υπερσύνολο του A και συµβολίζουµε A ⊆ B ή ισοδύναµα B ⊇ A.

2. Αν κάθε στοιχείο του A είναι και στοιχείο του B και ταυτόχρονα κάθε στοιχείο του B είναι και στοιχείο
του A, τότε τα σύνολα A και B καλούνται ίσα και συµβολίζουµε A = B. Στην αντίθετη περίπτωση
γράφουµε A 6= B.

3. ΑνA ⊆ B και ταυτόχροναA 6= B, τότε τοA καλείται γνήσιο υποσύνολο τουB, τοB γνήσιο υπερσύνολο
του A και συµβολίζουµε A ⊂ B ή ισοδύναµα B ⊃ A.

Σηµείωση 1.4. 1. ∆εχόµαστε ότι υπάρχει ένα σύνολο που δεν περιέχει κανένα στοιχείο. Το σύνολο αυτό
καλείται κενό και συµβολίζεται µε ∅. ∆εχόµαστε επίσης ότι το κενό σύνολο είναι υποσύνολο κάθε
συνόλου.

2. Αν ένα σύνολο αποτελείται από ένα και µόνο στοιχείο a, τότε αυτό το σύνολο καλείται µονοσύνολο και
συµβολίζεται ως {a}.

Ορισµός 1.5. Ας είναι A και B δυο σύνολα.

1. Τοµή των A και B καλείται το σύνολο που αποτελείται από τα κοινά στοιχεία των δύο συνόλων και
συµβολίζεται ως A ∩B.

2. ΄Ενωση των A και B καλείται το σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία και των δυο συνόλων και
συµβολίζεται ως A ∪B.

3. ∆ιαφορά του B από το A, µε αυτή τη σειρά, καλείται το σύνολο που αποτελείται από εκείνα τα στοιχεία
του B τα οποία δεν ανήκουν στο A και συµβολίζεται ως B\A.

Σηµείωση 1.6. 1. Η τοµή δυο συνόλων που δεν έχουν κοινά στοιχεία είναι το κενό σύνολο.

2. Η ένωση δυο συνόλων, από τα οποία τουλάχιστον το ένα είναι µη κενό, είναι επίσης µη κενό σύνολο.

3. Αν A ⊆ B, τότε A\B = ∅.
Ορισµός 1.7. 1. Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών συµβολίζεται µε N και ορίζεται να είναι το

N := {1, 2, 3, . . .}.

2. Το σύνολο των ακεραίων αριθµών συµβολίζεται µε Z και ορίζεται να είναι το

Z := {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}.
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3. Το σύνολο των ϱητών αριθµών συµβολίζεται µε Q και ορίζεται να είναι το

Q :=

{
p

q
: p ∈ Z και q ∈ Z\{0}

}
.

4. Οι άρρητοι αριθµοί είναι εκείνοι οι (πραγµατικοί) αριθµοί που δεν µπορούν να γραφούν ως πηλίκα
ακεραίων π.χ.

√
2 ' 1.41, π ' 3.14, e ' 2.72.

5. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών συµβολίζεται µε R και αποτελείται από τους ϱητούς µαζί µε τους
άρρητους αριθµούς.

Ορισµός 1.8. ΄Ενα υποσύνολο I του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών καλείται διάστηµα αν κάθε
στοιχείο του R που ϐρίσκεται µεταξύ δυο στοιχείων του συνόλου I είναι επίσης στοιχείο του I.

Παράδειγµα 1.9. 1. Για τον αριθµό 3
2 ισχύουν τα ακόλουθα

3

2
/∈ ∅, 3

2
∈
{
3

2

}
,
3

2
/∈ N,

3

2
/∈ Z, 3

2
∈ Q, 3

2
∈ R

και
3

2
/∈ R\Q,

δηλαδή το 3
2 δεν είναι άρρητος.

2. Ισχύουν τα ακόλουθα
∅ ⊂ N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R

και
Z = N ∪ {. . . ,−3,−2,−1, 0}.

Από τα παραπάνω σύνολα, το R είναι διάστηµα ενώ τα N, Z και Q δεν είναι.

3. ΄Εχουµε
(0, 2) ∩ (1, 3) = (1, 2)

(0, 3) ∪ (2, 4) = (0, 4)

(3, 5)\(1, 4) = [4, 5).

Επίσης, όλα τα παραπάνω σύνολα είναι διαστήµατα.

Ορισµός 1.10. Αν x ∈ R, τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχει µοναδικός ακέραιος α, τέτοιος ώστε α ≤ x < α+1.
Αυτός ο ακέραιος καλείται ακέραιο µέρος του x και συµβολίζεται µε [x].

Παράδειγµα 1.11. 1. [4.3] = 4, αφού 4 ≤ 4.3 < 4 + 1 = 5.

2. [4.8] = 4, αφού 4 ≤ 4.8 < 4 + 1 = 5.

3. [4] = 4, αφού 4 ≤ 4 < 4 + 1 = 5.

4. [−4.3] = −5, αφού −5 ≤ −4.3 < −5 + 1 = −4.

5. [−4.8] = −5, αφού −5 ≤ −4.8 < −5 + 1 = −4.

6. [−4] = −4, αφού −4 ≤ −4 < −4 + 1 = −3.

Θεώρηµα 1.12 (Ανισότητα Bernoulli). Αν x ∈ (−1,+∞) και ν ∈ N, τότε ισχύει ότι

(1 + x)ν ≥ 1 + xν.

Ορισµός 1.13. 1. ΄Ενα σύνολο ∅ 6= A ⊆ R ϑα λέγεται άνω ϕραγµένο αν υπάρχει αριθµός M ∈ R τέτοιος
ώστε x ≤ M , ∀x ∈ A. Σε αυτήν την περίπτωση το M καλείται άνω ϕράγµα του A.

2. ΄Ενα σύνολο ∅ 6= A ⊆ R ϑα λέγεται κάτω ϕραγµένο αν υπάρχει αριθµός m ∈ R τέτοιος ώστε x ≥ m,
∀x ∈ A. Σε αυτήν την περίπτωση το m καλείται κάτω ϕράγµα του A.

3. ΄Ενα σύνολο ∅ 6= A ⊆ R ϑα λέγεται ϕραγµένο αν είναι άνω και κάτω ϕραγµένο, δηλαδή αν υπάρχει
αριθµός M ∈ R τέτοιος ώστε |x| ≤ M , ∀x ∈ A.
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Σηµείωση 1.14. 1. Τα άνω και κάτω ϕράγµατα, αν αυτά υπάρχουν, δεν είναι µοναδικά. Πράγµατι, αν
ο αριθµός M είναι άνω ϕράγµα ενός συνόλου A 6= ∅, τότε κάθε αριθµός µεγαλύτερος του M είναι
επίσης άνω ϕράγµα του A. Αντίστοιχα, αν ο αριθµός m είναι κάτω ϕράγµα του A 6= ∅, τότε κάθε
αριθµός µικρότερος του m είναι επίσης κάτω ϕράγµα του A.

2. ∆εχόµαστε ότι οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός είναι ταυτόχρονα άνω και κάτω ϕράγµα του κενού
συνόλου, εάν αυτό ϑεωρηθεί ως υποσύνολο του R.

Παράδειγµα 1.15. ΄Εστω ότι A = [1, 2) ⊆ R. Τότε οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός µεγαλύτερος ή ίσος
µε 2 είναι άνω ϕράγµα του A, ενώ οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός µικρότερος ή ίσος µε 1 είναι κάτω
ϕράγµα του A.

Ορισµός 1.16. 1. ΄Ενας αριθµός M ∈ R καλείται supremum ενός συνόλου ∅ 6= A ⊆ R και συµβολί-
Ϲεται µε supA, αν το M είναι άνω ϕράγµα του A και επιπλέον είναι µικρότερο ή ίσο από κάθε άνω
ϕράγµα του A.

2. ΄Ενας αριθµός m ∈ R καλείται infimum ενός συνόλου ∅ 6= A ⊆ R και συµβολίζεται µε inf A, αν το m
είναι κάτω ϕράγµα του A και επιπλέον είναι µεγαλύτερο ή ίσο από κάθε κάτω ϕράγµα του A.

Ορισµός 1.17. 1. ΄Ενας αριθµός M ∈ R καλείται µέγιστο (maximum) ενός συνόλου ∅ 6= A ⊆ R και
συµβολίζεται µε maxA, αν το M είναι στοιχείο του A και επιπλέον είναι µεγαλύτερο ή ίσο από κάθε
στοιχείο του A.

2. ΄Ενας αριθµός m ∈ R καλείται ελάχιστο (minimum) ενός συνόλου ∅ 6= A ⊆ R και συµβολίζεται µε
minA, αν το m είναι στοιχείο του A και επιπλέον είναι µικρότερο ή ίσο από κάθε στοιχείο του A.

Θεώρηµα 1.18. 1. ΄Ενα σύνολο ∅ 6= A ⊆ R έχει µέγιστο αν και µόνο αν έχει supremum και επιπλέον
supA ∈ A. Σε αυτήν την περίπτωση ισχύει ότι

maxA = supA.

2. ΄Ενα σύνολο ∅ 6= A ⊆ R έχει ελάχιστο αν και µόνο αν έχει infimum και επιπλέον inf A ∈ A. Σε αυτήν
την περίπτωση ισχύει ότι

minA = inf A.

Παράδειγµα 1.19. ΄Εστω ότι A = [1, 2) ⊆ R. Τότε supA = 2 και inf A = 1. Επιπλέον, παρατηρούµε ότι
supA = 2 /∈ A άρα το σύνολο A δεν έχει µέγιστο, ενώ αντιθέτως inf A = 1 ∈ A, οπότε το σύνολο A έχει
ελάχιστο και µάλιστα minA = inf A = 1.

Σηµείωση 1.20. 1. ∆εχόµαστε ως αξίωµα ότι κάθε µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο του συνόλου
των πραγµατικών αριθµών έχει supremum. Το αξίωµα αυτό είναι γνωστό ως Αξίωµα του Συνεχούς ή
Αξίωµα του Ελαχίστου ΄Ανω Φράγµατος ή Αξίωµα της Πληρότητας. Από αυτό προκύπτει άµεσα ότι
κάθε µη κενό και κάτω ϕραγµένο υποσύνολο του συνόλου των πραγµατικών αριθµών έχει επιπλέον
και infimum.

2. Το Αξίωµα του Συνεχούς πρακτικά σηµαίνει ότι η ευθεία των πραγµατικών αριθµών δεν έχει τρύπες.

3. Το Αξίωµα του Συνεχούς δεν ισχύει στο σύνολο Q, δηλαδή υπάρχει τουλάχιστον ένα µη κενό και άνω
ϕραγµένο υποσύνολο του Q, το οποίο δεν έχει supremum στο Q. ΄Ενα τέτοιο σύνολο είναι το

S = {x ∈ Q : x > 0 και x2 < 2},

το οποίο δεν έχει supremum στο Q ενώ έχει supremum στο R, το
√
2.

4. Σύµφωνα µε το Αξίωµα του Συνεχούς, το µοναδικό µη κενό υποσύνολο του R που δεν έχει ούτε
supremum ούτε infimum είναι το ίδιο το R.

Θεώρηµα 1.21. ΄Εστω A ⊆ R ένα µη κενό και ϕραγµένο σύνολο. Τότε

inf A = max{x ∈ R : x είναι κάτω ϕράγµα του A}

και
supA = min{x ∈ R : x είναι άνω ϕράγµα του A}.
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Σηµείωση 1.22. 1. Αν δεχθούµε ότι supA = +∞, στην περίπτωση που το σύνολο A δεν είναι άνω
ϕραγµένο, και inf A = −∞, στην περίπτωση που το σύνολο A δεν είναι κάτω ϕραγµένο, τότε κάθε
υποσύνολο του R, ανεξάρτητα από το αν είναι ϕραγµένο ή όχι, έχει supremum και infimum στη
γενικευµένη πραγµατική ευθεία, δηλαδή στο σύνολο

R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}.

2. Στην ειδική περίπτωση του κενού συνόλου ∅, ϑέτουµε sup ∅ = −∞ και inf ∅ = +∞. Αυτή η ϑεώρηση
είναι συµβατή µε τη Σηµείωση 1.14(2) αν λάβουµε υπόψη το Θεώρηµα 1.21.

Θεώρηµα 1.23. ΄Εστω A ⊆ R. Αν υπάρχει το supA (αντίστοιχα το inf A) τότε αυτό είναι µοναδικό.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το supA δεν είναι µοναδικό, δηλαδή υπάρχουν δυο supremum του A, τα M1 ∈ R και
M2 ∈ R µε M1 6= M2. Τότε έχουµε

supA = M1 ⇒ M1 άνω ϕράγµα του A

⇒ M2 = supA ≤ M1.

Οµοίως

supA = M2 ⇒ M2 άνω ϕράγµα του A

⇒ M1 = supA ≤ M2.

΄Αρα M2 ≤ M1 και M1 ≤ M2, δηλαδή M1 = M2, το οποίο είναι άτοπο, αφού υποθέσαµε ότι M1 6= M2.
Ανάλογα δουλεύουµε για το infimum.

Θεώρηµα 1.24. ΄Εστω A ⊆ R. Τότε M = supA αν και µόνο αν ισχύουν ταυτόχρονα τα ακόλουθα

1. x ≤ M , ∀x ∈ A (δηλαδή το M είναι άνω ϕράγµα του A).

2. (∀ε > 0) (∃x ∈ A) τέτοιο ώστε M − ε < x.

A

M-ε
M

Απόδειξη. ΄Εστω ότι M = supA. Τότε προφανώς το M είναι άνω ϕράγµα του A. Επίσης, έστω ότι

(∃ε0 > 0) (∀x ∈ A) ισχύει M − ε0 ≥ x.

Τότε το M − ε0 είναι ένα άνω ϕράγµα του A και αφού M = supA ϑα πρέπει να ισχύει ότι M ≤ M − ε0,
πράγµα άτοπο αφού το ε0 είναι ϑετικό.

Αντίστροφα, έστω ότι ισχύουν τα ακόλουθα

1. x ≤ M , ∀x ∈ A.

2. (∀ε > 0) (∃x ∈ A) τέτοιο ώστε M − ε < x.

Θα δείξουµε ότι M = supA. Ας υποθέσουµε ότι M 6= supA. Τότε από το (1) έχουµε ότι το M είναι άνω
ϕράγµα του A, οπότε supA ≤ M . ΄Οµως υποθέσαµε ότι supA 6= M , συνεπώς supA < M . ΄Ετσι (∃M0 ∈ R)
τέτοιο ώστε supA < M0 < M . Θεωρούµε το αριθµό ε0 = M − M0. Προφανώς ε0 > 0. Τότε από το (2)
υπάρχει x ∈ A τέτοιο ώστε

x > M − ε = M − (M −M0),

δηλαδή x > M0, το οποίο είναι άτοπο αφού x ≤ supA < M0. Συνεπώς το ϑεώρηµα αποδείχθηκε.

Θεώρηµα 1.25. ΄Εστω A ⊆ R. Τότε m = inf A αν και µόνο αν ισχύουν ταυτόχρονα τα ακόλουθα

1. m ≤ x, ∀x ∈ A (δηλαδή το m είναι κάτω ϕράγµα του A).
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2. (∀ε > 0) (∃x ∈ A) τέτοιο ώστε x < m+ ε.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ανάλογη αυτής του Θεωρήµατος 1.24.

Σηµείωση 1.26. Στα Θεωρήµατα 1.24 και 1.25 οι σχέσεις

(∀ε > 0) (∃x ∈ A) τέτοιο ώστε M − ε < x

και
(∀ε > 0) (∃x ∈ A) τέτοιο ώστε x < m+ ε

αντίστοιχα, αρκεί να αποδειχθεί ότι ισχύουν για ¨µικρά¨ ε, δηλαδή για ϑετικά ε που είναι οσοδήποτε κοντά
στο µηδέν.

Θεώρηµα 1.27. ΄Εστω A ⊆ R ένα µη κενό και ϕραγµένο σύνολο και B ένα µη κενό υποσύνολο του A. Τότε

inf A ≤ inf B ≤ supB ≤ supA.

Θεώρηµα 1.28. ΄Εστω λ ∈ R και A ⊆ R ένα µη κενό και ϕραγµένο σύνολο. Θέτουµε

λA = {λx : x ∈ A}.

Τότε

1. sup(λA) =

{
λ supA, λ ≥ 0
λ inf A, λ < 0

.

2. inf(λA) =

{
λ inf A, λ ≥ 0
λ supA, λ < 0

.

Θεώρηµα 1.29. ΄Εστω ξ ∈ R και A ένα µη κενό και ϕραγµένο σύνολο. Θέτουµε

ξ +A = {ξ + x : x ∈ A}.

Τότε

1. sup(ξ +A) = ξ + supA.

2. inf(ξ +A) = ξ + inf A.

Θεώρηµα 1.30. ΄Εστω A ⊆ R, B ⊆ R δύο µη κενά και ϕραγµένα σύνολα. Θέτουµε

C = {x : x = α+ β, α ∈ A, β ∈ B}.

Τότε

1. inf C = inf A+ inf B,

2. supC = supA+ supB.

Παράδειγµα 1.31. ΄Εστω

A =

{
1− 1

ν
: ν ∈ N

}
.

Τότε supA = 1 και inf A = 0. Πράγµατι, παρατηρούµε ότι

1− 1

ν
< 1, ∀ν ∈ N,

συνεπώς το σύνολο A είναι άνω ϕραγµένο (ένα άνω ϕράγµα είναι το 1), οπότε έχει supremum. Επίσης ισχύει
ότι

1− 1

ν
≥ 0, ∀ν ∈ N,

οπότε το A είναι και κάτω ϕραγµένο (ένα κάτω ϕράγµα είναι το 0), συνεπώς έχει infimum.
Θα δείξουµε ότι supA = 1, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.24. Πράγµατι, έχουµε ήδη δείξει ότι το 1

είναι άνω ϕράγµα του A. Επιπλέον, επιλέγουµε ένα τυχαίο ε > 0. Αναζητούµε x ∈ A τέτοιο ώστε 1− ε < x.
Αφού x ∈ A, το x έχει τη µορφή

x = 1− 1

νx
,
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συνεπώς αρκεί να ϐρούµε ένα ϕυσικό αριθµό νx τέτοιο ώστε

1− ε < 1− 1

νx

ή ισοδύναµα

νx >
1

ε
.

΄Ενα τέτοιο νx είναι το [
1

ε

]
+ 1.

Συνοψίζοντας, έχουµε ότι

(∀ε > 0)

(
∃x = 1− 1[

1
ε

]
+ 1

∈ A

)
τέτοιο ώστε 1− ε < x.

Αυτό, µαζί µε το ότι ο πραγµατικός αριθµός 1 είναι άνω ϕράγµα του A, αποδεικνύει ότι supA = 1.
Για τη σχέση inf A = 0, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

1− 1

1
= 0,

δηλαδή ο αριθµός µηδέν είναι στοιχείο του συνόλου A. Επίσης, έχουµε δείξει παραπάνω ότι το µηδέν είναι
κάτω ϕράγµα του A, συνεπώς τελικά καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το σύνολο A έχει ελάχιστο, το µηδέν.
΄Αρα

inf A = minA = 0.

Παράδειγµα 1.32. ΄Εστω
A = {x ∈ R : |x|+ |x+ 1| < 2}.

Τότε supA = 1
2 και inf A = − 3

2 .
Πράγµατι, παρατηρούµε ότι

|x| = 0 ⇔ x = 0

και
|x+ 1| = 0 ⇔ x = −1.

0 x>0

x<0

-1

x+1>0

x+1<0

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις

1. x < −1. Τότε έχουµε |x| = −x και |x+ 1| = −x− 1, οπότε

|x|+ |x+ 1| < 2 ⇔ (−x) + (−x− 1) < 2 ⇔ −2x− 1 < 2 ⇔ x > −3

2
.

Συνεπώς τα στοιχεία του A που ταυτόχρονα ανήκουν και στο διάστηµα (−∞,−1) είναι τα
{
x ∈ R : x < −1 και x > −3

2

}
=

(
−3

2
,−1

)
.
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2. −1 < x < 0. Τότε έχουµε |x| = −x και |x+ 1| = x+ 1, οπότε

|x|+ |x+ 1| < 2 ⇔ (−x) + (x+ 1) < 2 ⇔ 1 < 2,

άρα αυτή η ανισότητα δεν µας δίνει κανέναν επιπλέον περιορισµό για το x. Συνεπώς τα στοιχεία του A
που ταυτόχρονα ανήκουν και στο διάστηµα (−1, 0) είναι ολόκληρο το διάστηµα (−1, 0). Σηµειώνουµε
εδώ ότι αν αντί της σχέσης 1 < 2 καταλήγαµε σε µία σχέση που δεν ισχύει ποτέ, π.χ. στην 3 < 2, τότε
ϑα συµπεραίναµε ότι δεν υπάρχουν στοιχεία του A που να ανήκουν στο (−1, 0).

3. 0 < x. Τότε έχουµε |x| = x και |x+ 1| = x+ 1, οπότε

|x|+ |x+ 1| < 2 ⇔ x+ x+ 1 < 2 ⇔ x <
1

2
.

Συνεπώς, τα στοιχεία του A που ταυτόχρονα ανήκουν και στο (0,+∞) είναι τα
{
x ∈ R : x > 0 και x <

1

2

}
=

(
0,

1

2

)
.

Επίσης, προφανώς τα σηµεία 0 και −1 ανήκουν στο A, άρα

A =

(
−3

2
,−1

)
∪ (−1, 0) ∪

(
0,

1

2

)
∪ {0} ∪ {−1} =

(
−3

2
,
1

2

)
.

΄Ετσι προκύπτει άµεσα ότι supA = 1
2 και inf A = − 3

2 . Επιπλέον, το σύνολο A δεν έχει ελάχιστο ούτε µέγιστο
στοιχείο.





Κεφάλαιο 2

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Σηµείωση 2.1. 1. Χωρίς αυτό να είναι αυστηρός µαθηµατικός ορισµός της έννοιας, µπορούµε να πούµε
ότι αν A και B είναι δυο σύνολα τότε µια συνάρτηση f από το A στο B είναι µια διαδικασία κατά
την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου A αντιστοιχίζεται σε ένα και µόνο στοιχείο του συνόλου B. Το
σύνολο A καλείται πεδίο ορισµού της f και για τυχόν x ∈ A το f(x) καλείται εικόνα του x µέσω της
συνάρτησης f . Σηµειώνουµε ότι γενικά δεν απαιτείται κάθε στοιχείο του B να είναι εικόνα κάποιου
στοιχείου του A. Αν όµως αυτό συµβαίνει, τότε το σύνολο B καλείται πεδίο τιµών της f και λέµε ότι η
f είναι ορισµένη στο A και παίρνει τιµές στο B.

2. Γενικά το πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης f συµβολίζεται µε D(f) και το πεδίο τιµών της µε R(f).

3. Γεωµετρικά µια συνάρτηση παρίσταται µε το γράφηµα της. Για παράδειγµα, το γράφηµα της συνάρ-
τησης f : [1, 6] → R µε τύπο

f(x) = x sinx+ 10, x ∈ [1, 6]

δίνεται από το επόµενο σχήµα

1 6x

D (f)

f (x)R (f )

Ορισµός 2.2. Ας είναι f : A → B µια συνάρτηση.

1. Η f καλείται αµφιµονοσήµαντη αν για τυχόντα x, y ∈ A ισχύει ότι

f(x) = f(y) ⇒ x = y.

2. Η f καλείται επί αν ισχύει ότι R(f) = B, δηλαδή

(∀y ∈ B) (∃x ∈ A) τέτοιο ώστε f(x) = y.

3. Αν η συνάρτηση f είναι αµφιµονοσήµαντη, τότε ορίζεται η συνάρτηση g : R(f) → A µε τύπο g(y) = x,
∀y ∈ R(f), όπου το x είναι τέτοιο ώστε f(x) = y. Η g καλείται αντίστροφη της f και συµβολίζεται µε
f−1.

4. Ας είναι C ⊆ A. Η συνάρτηση g : C → B µε τύπο

g(x) = f(x), x ∈ C

καλείται περιορισµός της f στο σύνολο C και συµβολίζεται µε f |C .

9
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Σηµείωση 2.3. Προκειµένου για πραγµατικές συναρτήσεις πραγµατικής µεταβλητής ισχύουν τα ακόλουθα.

1. Μια συνάρτηση είναι αµφιµονοσήµαντη αν τυχούσα παράλληλη προς τον άξονα των x τέµνει το γρά-
ϕηµα της f σε ένα το πολύ σηµείο.

ΑΜΦΙΜΟΝΟΣΗΜΑΝΤΗ ΜΗ  ΑΜΦΙΜΟΝΟΣΗΜΑΝΤΗ

2. Οι αντίστροφες συναρτήσεις έχουν γραφικές παραστάσεις που είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία
y = x.

f

f ¯1

y = x

Ορισµός 2.4. Ας είναι f : R→ R µια συνάρτηση. Η f καλείται περιοδική αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός
T τέτοιος ώστε f(x) = f(x+ T ), για κάθε x ∈ R.

Ορισµός 2.5. Ας είναι f : A → B και g : C → D δύο συναρτήσεις, τέτοιες ώστε R(f) ⊆ C. Η σύνθεση της
f µε την g, µε αυτή τη σειρά, συµβολίζεται µε g ◦ f και ορίζεται να είναι η συνάρτηση g ◦ f : A → D µε τύπο

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), x ∈ A.

f g

A

R (f)

C D

g 0 f

Ορισµός 2.6. Ας είναι f : A ⊆ R→ R µια συνάρτηση.

1. Η f καλείται αύξουσα αν για τυχόντα x, y ∈ A ισχύει ότι

x > y ⇒ f(x) ≥ f(y).
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2. Η f καλείται γνησίως αύξουσα αν για τυχόντα x, y ∈ A ισχύει ότι

x > y ⇒ f(x) > f(y).

3. Η f καλείται ϕθίνουσα αν για τυχόντα x, y ∈ A ισχύει ότι

x > y ⇒ f(x) ≤ f(y).

4. Η f καλείται γνησίως ϕθίνουσα αν για τυχόντα x, y ∈ A ισχύει ότι

x > y ⇒ f(x) < f(y).

5. Η f καλείται µονότονη αν είναι αύξουσα ή ϕθίνουσα.

6. Η f καλείται γνησίως µονότονη αν είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως ϕθίνουσα.

Ορισµός 2.7. Μια πραγµατική συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού D(f) καλείται ϕραγµένη στο A ⊆ D(f), αν
υπάρχει αριθµός M τέτοιος ώστε

|f(x)| ≤ M, ∀x ∈ A.

Η f καλείται άνω ϕραγµένη στο A αν f(x) ≤ M , ∀x ∈ A, και κάτω ϕραγµένη στο A αν f(x) ≥ M , ∀x ∈ A.

Θεώρηµα 2.8. ΄Εστω ότι f, g : A → R είναι δυο ϕραγµένες συναρτήσεις. Αν ϑέσουµε

sup f = sup{f(x) : x ∈ A}
και

inf f = inf{f(x) : x ∈ A},
και τα αντίστοιχα για τη συνάρτηση g, τότε ισχύουν τα ακόλουθα

1. sup{kf} =

{
k sup f, k > 0
k inf f, k < 0

.

2. inf{kf} =

{
k inf f, k > 0
k sup f, k < 0

.

3. sup{f + g} ≤ sup f + sup g.

4. inf{f + g} ≥ inf f + inf g.

Ορισµός 2.9. ΄Εστω f : D → R, όπου D ⊆ R.

1. Η f έχει τοπικό µέγιστο στο a ∈ D αν και µόνο αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε f(a) ≥ f(x) για κάθε
x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D. Τότε το f(a) καλείται τοπικό µέγιστο της f στο σηµείο a.

2. Η f έχει τοπικό ελάχιστο στο a ∈ D αν και µόνο αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε f(a) ≤ f(x) για κάθε
x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩D. Τότε το f(a) καλείται τοπικό ελάχιστο της f στο σηµείο a.

3. Το τοπικό µέγιστο και το τοπικό ελάχιστο της f καλούνται από κοινού τοπικά ακρότατα της f .

4. Αν υπάρχει a ∈ D τέτοιο ώστε f(a) ≥ f(x) για κάθε x ∈ D τότε το f(a) καλείται ολικό µέγιστο της f
στο D ή, αλλιώς, µέγιστο της f στο D.

5. Αν υπάρχει a ∈ D τέτοιο ώστε f(a) ≤ f(x) για κάθε x ∈ D τότε το f(a) καλείται ολικό ελάχιστο της
f στο D ή, αλλιώς, ελάχιστο της f στο D.

6. Το ολικό µέγιστο και το ολικό ελάχιστο της f καλούνται από κοινού ολικά ακρότατα της f .

Σηµείωση 2.10. 1. Το ολικό µέγιστο της f , αν αυτό υπάρχει, είναι ταυτόχρονα και τοπικό µέγιστο της
f . Οµοίως, το ολικό ελάχιστο της f , αν αυτό υπάρχει, είναι ταυτόχρονα και τοπικό ελάχιστο της f .

2. Το ολικό µέγιστο της f , αν αυτό υπάρχει, είναι µοναδικό. Μπορεί, όµως, να λαµβάνεται σε περισσότερα
από ένα σηµεία του πεδίου ορισµού της f . Οµοίως για το ολικό ελάχιστο.

3. Μια συνάρτηση µπορεί να έχει τοπικά µέγιστα και τοπικά ελάχιστα χωρίς να έχει ολικό µέγιστο και
ολικό ελάχιστο. Για παράδειγµα, η f(x) = x sinx, x ∈ [0,+∞), όπως ϕαίνεται από το γράφηµα της,
δεν έχει ολικό µέγιστο ούτε και ολικό ελάχιστο, αλλά σε κάθε διάστηµα [2νπ, 2(ν + 1)π], ν ∈ N, έχει
τοπικό µέγιστο το f(2νπ + π

2 ) και τοπικό ελάχιστο το f(2νπ + 3π
2 ).
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0

f (x) = x sin (x)

g1 (x) = x

g2 (x) = -x

Ορισµός 2.11. 1. Θεωρούµε το διάστηµα (x1, x2). Τότε το τυχαίο x ∈ (x1, x2) προφανώς γράφεται στη
µορφή

x = λx1 + (1− λ)x2,

όπου
λ =

x2 − x

x2 − x1
.

Σε αυτήν την περίπτωση λέµε ότι το x παριστάνεται µε έναν κυρτό συνδυασµό των άκρων x1 και x2.
Παρατηρούµε επίσης ότι 0 < λ < 1.

2. ΄Εστω I ⊆ R ένα διάστηµα. Μια συνάρτηση f : I → R καλείται κυρτή στο I, αν για κάθε λ µε
0 ≤ λ ≤ 1 και οποιαδήποτε x1, x2 στο I ισχύει

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

3. Μια συνάρτηση f καλείται κοίλη αν η −f είναι κυρτή.

ΚΥΡΤΗ

x1 x2λ x1 + (1 - λ) x2

ΚΟΙΛΗ

x1 x2λ x1 + (1 - λ) x2

Σηµείωση 2.12. Αν η f : I → R είναι κυρτή και x1, x2 ∈ I, τότε η χορδή που συνδέει τα σηµεία (x1, f(x1))
και (x2, f(x2)) του γραφήµατος της f ϐρίσκεται πάνω από το γράφηµα της f , ενώ αν η f είναι κοίλη τότε
αυτή η χορδή ϐρίσκεται κάτω από το γράφηµα της f .

Παράδειγµα 2.13. Η συνάρτηση f(x) = x2, x ∈ R, είναι κυρτή. Πράγµατι, για τυχόντα x1, x2 ∈ R και
λ ∈ [0, 1] έχουµε

f(λx1 + (1− λ)x2) = λ2x2
1 + 2λ(1− λ)x1x2 + (1− λ)2x2

2.

΄Οµως
(x1 − x2)

2 ≥ 0 ⇒ x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0 ⇒ 2x1x2 ≤ x2
1 + x2

2

οπότε

λ2x2
1 + 2λ(1− λ)x1x2 + (1− λ)2x2

2 ≤ λ2x2
1 + λ(1− λ)(x2

1 + x2
2) + (1− λ)2x2

2

= λ2x2
1 + λx2

1 − λ2x2
1 + λx2

2 − λ2x2
2 + x2

2 − 2λx2
2 + λ2x2

2

= λx2
1 + (1− λ)x2

2

= λf(x1) + (1− λ)f(x2),

και τελικά έχουµε
f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).
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Ορισµός 2.14. 1. Ας είναι c τυχαίος πραγµατικός αριθµός καιA τυχαίο υποσύνολο τουR. Η συνάρτηση
f : A → R µε τύπο f(x) = c, ∀x ∈ A, καλείται σταθερή.

A

c

2. Ας είναι A τυχαίο υποσύνολο του R. Η συνάρτηση f : A → R µε τύπο f(x) = x, ∀x ∈ A, καλείται
ταυτοτική.

A

Ορισµός 2.15. 1. Αν a ∈ R µε a > 0 και a 6= 1, τότε η συνάρτηση f : R→ (0,+∞) µε τύπο f(x) = ax

καλείται εκθετική µε ϐάση το a.

a > 1 0 < a < 1

1 1

2. Η συνάρτηση f : (0,+∞) → R µε τύπο f(x) = loga x καλείται λογαριθµική µε ϐάση το a και είναι η
αντίστροφη της εκθετικής µε την ίδια ϐάση.
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a > 1 0 < a < 1

1 1

Σηµείωση 2.16. 1. Ο συµβολισµός log αντιστοιχεί στο λογάριθµο µε ϐάση το e.

2. Αν a ∈ R µε a > 0 και a 6= 1, τότε για τυχόν x ∈ R ισχύει ότι ax = ex log a.

Ορισµός 2.17 (Τριγωνοµετρικές Συναρτήσεις). 1. Η συνάρτηση f : R → [−1, 1] µε τύπο f(x) = sinx,
∀x ∈ R, καλείται ηµίτονο. Η γραφική της παράσταση δίνεται από το επόµενο σχήµα.

0 π

2 ππ / 2

3 π / 2

2. Η συνάρτηση f : R → [−1, 1] µε τύπο f(x) = cosx, ∀x ∈ R, καλείται συνηµίτονο. Η γραφική της
παράσταση δίνεται από το επόµενο σχήµα.

0 π 2 π

π / 2 3 π / 2

3. Η συνάρτηση f : R\{x : x = kπ + π
2 , k ∈ Z} → R µε τύπο

f(x) = tanx =
sinx

cosx

καλείται εφαπτοµένη. Η γραφική της παράσταση δίνεται από το επόµενο σχήµα.
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0 π- π π / 2- π / 2

4. Η συνάρτηση f : R\{x : x = kπ, k ∈ Z} → R µε τύπο

f(x) = cotx =
cosx

sinx

καλείται συνεφαπτοµένη. Η γραφική της παράσταση δίνεται από το επόµενο σχήµα.

0 π- π π / 2- π / 2

Ορισµός 2.18 (Αντίστροφες Τριγωνοµετρικές Συναρτήσεις). 1. Η συνάρτηση f(x) = sinx, x ∈ R, δεν
είναι αµφιµονοσήµαντη στο R άρα δεν υπάρχει η αντίστροφη της στο R. Αν όµως περιοριστούµε σε
διαστήµατα της µορφής

∆k =
[
kπ − π

2
, kπ +

π

2

]
, k ∈ Z,

τότε η f είναι αµφιµονοσήµαντη στο ∆k. Σε αυτό το διάστηµα υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση, η
οποία ονοµάζεται τόξο ηµιτόνου και συµβολίζεται µε arcksin. Ειδικά για k = 0, δηλαδή για το διάστηµα
∆0 =

[−π
2 ,

π
2

]
, έχουµε το ϐασικό κλάδο των αντιστρόφων συναρτήσεων της sin που συµβολίζεται µε

Arcsin, για τον οποίο ισχύει ότι
Arcsin : [−1, 1] →

[
−π

2
,
π

2

]
.

Η γραφική παράσταση της Arcsin δίνεται από το επόµενο σχήµα

0

-1

1

- π / 2

π / 2
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2. Η συνάρτηση f(x) = cosx, x ∈ R, δεν είναι αµφιµονοσήµαντη στο R άρα δεν υπάρχει η αντίστροφη
της στο R. Αν όµως περιοριστούµε σε διαστήµατα της µορφής

∆k = [kπ, kπ + π] , k ∈ Z,
τότε η f είναι αµφιµονοσήµαντη στο ∆k. Σε αυτό το διάστηµα υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση,
η οποία ονοµάζεται τόξο συνηµιτόνου και συµβολίζεται µε arckcos. Ειδικά για k = 0, δηλαδή για το
διάστηµα∆0 = [0, π], έχουµε το ϐασικό κλάδο των αντιστρόφων συναρτήσεων της cos που συµβολίζεται
µε Arccos, για τον οποίο ισχύει ότι

Arccos : [−1, 1] → [0, π].

Η γραφική παράσταση της Arccos δίνεται από το επόµενο σχήµα

0-1 1

π

3. Η συνάρτηση f(x) = tanx, x ∈ R, δεν είναι αµφιµονοσήµαντη στο R άρα δεν υπάρχει η αντίστροφη
της στο R. Αν όµως περιοριστούµε σε διαστήµατα της µορφής

∆k =
(
kπ − π

2
, kπ +

π

2

)
, k ∈ Z,

τότε η f είναι αµφιµονοσήµαντη στο ∆k. Σε αυτό το διάστηµα υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση,
η οποία ονοµάζεται τόξο εφαπτοµένης και συµβολίζεται µε arcktan. Ειδικά για k = 0, δηλαδή για
το διάστηµα ∆0 =

(−π
2 ,

π
2

)
, έχουµε το ϐασικό κλάδο των αντιστρόφων συναρτήσεων της tan που

συµβολίζεται µε Arctan, για τον οποίο ισχύει ότι

Arctan : R→
(
−π

2
,
π

2

)
.

Η γραφική παράσταση της Arctan δίνεται από το επόµενο σχήµα

0

π / 2

- π / 2

4. Η συνάρτηση f(x) = cotx, x ∈ R, δεν είναι αµφιµονοσήµαντη στο R άρα δεν υπάρχει η αντίστροφη
της στο R. Αν όµως περιοριστούµε σε διαστήµατα της µορφής

∆k = (kπ, kπ + π) , k ∈ Z,
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τότε η f είναι αµφιµονοσήµαντη στο ∆k. Σε αυτό το διάστηµα υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση,
η οποία ονοµάζεται τόξο συνεφαπτοµένης και συµβολίζεται µε arckcot. Ειδικά για k = 0, δηλαδή
για το διάστηµα ∆0 = (0, π), έχουµε το ϐασικό κλάδο των αντιστρόφων συναρτήσεων της cot που
συµβολίζεται µε Arccot, για τον οποίο ισχύει ότι

Arccot : R→ (0, π).

Η γραφική παράσταση της Arccot δίνεται από το επόµενο σχήµα

0

π

π / 2

Ορισµός 2.19 (Υπερβολικές Συναρτήσεις). 1. Υπερβολικό Ηµίτονο: sinhx =
ex − e−x

2
, x ∈ R.

2. Υπερβολικό Συνηµίτονο: coshx =
ex + e−x

2
, x ∈ R.

3. Υπερβολική Εφαπτοµένη: tanhx =
sinh

cosh
=

e2x − 1

e2x + 1
, x ∈ R.

4. Υπερβολική Συνεφαπτοµένη: cothx =
cosh

sinh
=

e2x + 1

e2x − 1
, x ∈ R.

Ορισµός 2.20 (Αντίστροφες Υπερβολικές Συναρτήσεις). Οι συναρτήσεις που ακολουθούν προκύπτουν ως
αντίστροφες των υπερβολικών συναρτήσεων.

1. Τόξο Υπερβολικού Ηµιτόνου: Arcsinhx = log
(
x+

√
x2 + 1

)
, x ∈ R.

2. Τόξο Υπερβολικού Συνηµιτόνου: Η συνάρτηση υπερβολικό συνηµίτονο δεν είναι αµφιµονοσήµαντη στο
R, συνεπώς δεν υπάρχει η αντίστροφη της σε αυτό το σύνολο. Αν όµως περιοριστούµε στο διάστηµα
(−∞, 0] ή στο [0,+∞) τότε σε καθένα από αυτά η cosh είναι αµφιµονοσήµαντη, οπότε υπάρχει η
αντίστροφη της. Η αντίστροφη που αντιστοιχεί στο διάστηµα (−∞, 0] συµβολίζεται µε Arc−cosh και
δίνεται από τον τύπο

Arc−coshx = log
(
x−

√
x2 − 1

)
, x ∈ [1,+∞),

ενώ η αντίστροφη που αντιστοιχεί στο διάστηµα [0,+∞) συµβολίζεται µε Arc+cosh και δίνεται από τον
τύπο

Arc+coshx = log
(
x+

√
x2 − 1

)
, x ∈ [1,+∞).

3. Τόξο Υπερβολικής Εφαπτοµένης: Arctanhx =
1

2
log

1 + x

1− x
, x ∈ (−1, 1).

4. Τόξο Υπερβολικής Συνεφαπτοµένης: Arccothx =
1

2
log

x+ 1

x− 1
, x ∈ R\[−1, 1].





Κεφάλαιο 3

ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

Ορισµός 3.1. Μία συνάρτηση a : N→ R καλείται ακολουθία πραγµατικών αριθµών.
Σηµείωση 3.2. 1. Η ακολουθία αντιστοιχεί σε κάθε ϕυσικό αριθµό ένα µονοσήµαντα ορισµένο πραγ-

µατικό αριθµό.

2. Η τιµή της ακολουθίας στο ν ∈ N συµβολίζεται µε aν αντί του a(ν) που χρησιµοποιείται στις συναρ-
τήσεις.

3. Η ακολουθία συµβολίζεται µε (aν)ν∈N ή aν , ν ∈ N.

4. Ο αριθµός aν λέγεται ν-οστός όρος της ακολουθίας.
Σηµείωση 3.3. Μία ακολουθία µπορεί να οριστεί µε δύο τρόπους :

1. Αναλυτικός τρόπος, π.χ. aν = 1
ν .

2. Αναγωγικός τρόπος, π.χ. a1 = 0, a2 = 1, aν+1 = 1
2 (aν + aν−1), ν = 2, 3, . . .

Ορισµός 3.4. Το πεδίο τιµών ή σύνολο τιµών µίας ακολουθίας συµβολίζεται µε a(N) και ορίζεται ως

a(N) = {x ∈ R : (∃ν ∈ N) τέτοιο ώστε aν = x}.
Σηµείωση 3.5. Το σύνολο τιµών µίας ακολουθίας και οι όροι µίας ακολουθίας είναι δύο διαφορετικές
έννοιες. ΄Ετσι, για την ακολουθία aν = k, k = σταθερά, ν = 1, 2, 3, . . . , η οποία ονοµάζεται σταθερή,
έχουµε ότι το σύνολο τιµών της είναι το µονοσύνολο {k}, ενώ οι όροι της είναι οι

a1 = k, a2 = k, a3 = k, . . .

Οµοίως, για την ακολουθία a1 = 2, a2 = 2, aν = 1
ν , ν = 3, 4, . . ., έχουµε ότι το σύνολο τιµών της είναι το

{
2,

1

3
,
1

4
, . . .

}
,

ενώ οι όροι της είναι οι
a1 = 2, a2 = 2, a3 =

1

3
, a4 =

1

4
, . . .

Ορισµός 3.6. Η ακολουθία aν , ν ∈ N, λέµε ότι συγκλίνει στο l ή ότι έχει όριο το l και γράφουµε

lim aν = l ∈ R
αν ισχύει ότι

(∀ε > 0) (∃ν0 ∈ N) (∀ν ∈ N) ν ≥ ν0 ⇒ |aν − l| ≤ ε.

l+ε

l-ε

l a
ν

ν
0

ν

19
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Σηµείωση 3.7. 1. Το ν0 εξαρτάται από το ε και είναι το Ϲητούµενο που πρέπει να προσδιοριστεί για να
δείξουµε τη σύγκλιση µιας ακολουθίας.

2. Ο Ορισµός 3.6 αρκεί να αποδειχθεί για όλα τα ¨µικρά¨ ε > 0, δηλαδή για ε > 0 οσοδήποτε κοντά στο
µηδέν.

3. Η ανισότητα |aν − l| ≤ ε µπορεί να αντικατασταθεί από την |aν − l| ≤ kε, όπου k είναι µια ϑετική
σταθερά ανεξάρτητη του ε.

4. Αν µια ακολουθία συγκλίνει στο µηδέν, τότε αυτή καλείται µηδενική ακολουθία.

5. Το όριο µιας ακολουθίας έχει νόηµα µόνο όταν το ν τείνει στο +∞.

Παράδειγµα 3.8. Η ακολουθία aν = 1
ν , ν ∈ N, είναι µηδενική. Πράγµατι, αρκεί να δείξουµε ότι

(∀ε > 0) (∃ν0 ∈ N) (∀ν ∈ N) ν ≥ ν0 ⇒
∣∣∣∣
1

ν

∣∣∣∣ ≤ ε.

΄Εχουµε ∣∣∣∣
1

ν

∣∣∣∣ ≤ ε ⇔ 1

ν
≤ ε ⇔ ν ≥ 1

ε
,

συνεπώς για

ν0 =

[
1

ε

]
+ 1

έχουµε το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 3.9. Η ακολουθία

aν =
5ν − 4

2− 3ν
, ν ∈ N,

έχει όριο το − 5
3 . Πράγµατι, έχουµε

lim
5ν − 4

2− 3ν
= −5

3
⇔

[
(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν ≥ ν0 ⇒

∣∣∣∣
5ν − 4

2− 3ν
+

5

3

∣∣∣∣ < ε

]
,

οπότε αφού ∣∣∣∣
5ν − 4

2− 3ν
+

5

3

∣∣∣∣ =
2

3(3ν − 2)

πρέπει να ισχύει ότι
2

3(3ν − 2)
< ε

ή ισοδύναµα

ν >
1

3

(
2

3ε
+ 2

)
.

Επιλέγουµε λοιπόν

ν0 =

[
1

3

(
2

3ε
+ 2

)]
+ 1

και έχουµε το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 3.10. Η ακολουθία aν = (−1)ν , ν ∈ N, δε συγκλίνει.

1

-1

1

2

3

4
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Πράγµατι, έστω ότι συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό l. Θα καταλήξουµε σε άτοπο. ΄Εχουµε

lim(−1)ν = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ |(−1)ν − l| < ε] .

Αφού η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε ε > 0, ισχύει και για ε = 1
4 , οπότε έχουµε

|(−1)ν − l| < 1

4
.

1. Αν ν = 2k, k ∈ N, τότε (−1)ν = (−1)2k = 1, οπότε

|(−1)ν − l| < 1

4
⇔ |1− l| < 1

4
⇔ 3

4
< l <

5

4
.

2. Αν ν = 2k + 1, k ∈ N, τότε (−1)ν = (−1)2k+1 = −1, οπότε

|(−1)ν − l| < 1

4
⇔ | − 1− l| < 1

4
⇔ −5

4
< l < −3

4
.

΄Αρα το l πρέπει να ικανοποιεί ταυτόχρονα τις σχέσεις 3
4 < l < 5

4 και − 5
4 < l < − 3

4 , το οποίο είναι άτοπο.
Συνεπώς, η ακολουθία (aν)ν∈N δεν έχει όριο.

Θεώρηµα 3.11. Αν µια ακολουθία έχει όριο, τότε αυτό είναι µοναδικό.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι lim aν = l και ταυτόχρονα lim aν = m, µε l 6= m. Τότε έχουµε

lim aν = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν1 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν1 ⇒ |aν − l| < ε]

καθώς και
lim aν = m ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν2 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν2 ⇒ |aν −m| < ε].

Συνεπώς για ν0 = max{ν1, ν2} και ε = 1
4 |l −m| > 0, έχουµε

|l −m| = |(l − aν) + (aν −m)| ≤ |l − aν |+ |aν −m| < 2ε =
1

2
|l −m|,

δηλαδή |l −m| < 1
2 |l −m| που είναι άτοπο.

Ορισµός 3.12. Μια ακολουθία (aν)ν∈N καλείται ϕραγµένη αν το πεδίο τιµών της είναι ϕραγµένο, δηλαδή
αν (∃M ∈ R) τέτοιο ώστε |aν | ≤ M , ∀ν ∈ N.

Θεώρηµα 3.13. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Ἀπόδειξη. ΄Εστω ότι lim aν = l. Τότε έχουµε

(∀ε > 0) (∃ν0 ∈ N) (∀ν ∈ N) ν > ν0 ⇒ |aν − l| < ε

οπότε για ε = 1 ισχύει ότι
(∃ν0 ∈ N) (∀ν ∈ N) ν > ν0 ⇒ |aν − l| < 1.

Συνεπώς για ν > ν0 έχουµε

|aν | = |(aν − l) + l| ≤ |aν − l|+ |l| < 1 + |l|.
Θέτουµε M = max{|a1|, |a2|, . . . , |aν0 |, 1+ |l|}. Τότε, σύµφωνα µε τα παραπάνω, έχουµε |aν | ≤ M , για όλα
τα ν ∈ N, δηλαδή η (aν)ν∈N είναι ϕραγµένη.

Σηµείωση 3.14. 1. Το αντίστροφο του Θεωρήµατος 3.13 δεν ισχύει γενικά, π.χ. η ακολουθία aν =
(−1)ν , ν ∈ N, ενώ είναι ϕραγµένη (αφού |(−1)ν | ≤ 1, ∀ν ∈ N) δε συγκλίνει.

2. Το Θεώρηµα 3.13 µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως αρνητικό κριτήριο, δηλαδή αν µια ακολουθία δεν
είναι ϕραγµένη τότε σίγουρα δε συγκλίνει.

Παράδειγµα 3.15. Οι ακολουθίες aν =
√
ν, ν ∈ N, και bν = (−1)νν, ν ∈ N, δεν συγκλίνουν. Πράγµατι,

για την ακολουθία aν , ν ∈ N, παρατηρούµε ότι δεν είναι ϕραγµένη, αφού αν ήταν ϑα έπρεπε να υπάρχει
M ∈ R τέτοιο ώστε |aν | = |√ν| ≤ M , ∀ν ∈ N, ή ισοδύναµα

√
ν ≤ M , ∀ν ∈ N, που είναι άτοπο µιας και

δεν ισχύει π.χ. για ν = [M2] + 1. ΄Αρα, αφού δεν είναι ϕραγµένη, δεν είναι ούτε συγκλίνουσα. Οµοίως,
η ακολουθία bν , ν ∈ N, δεν είναι ϕραγµένη, αφού αν ήταν ϑα έπρεπε να υπάρχει M ∈ R τέτοιο ώστε
|bν | = |(−1)νν| ≤ M , ∀ν ∈ N, ή ισοδύναµα ν ≤ M , ∀ν ∈ N, που είναι άτοπο µιας και δεν ισχύει π.χ. για
ν = [M ] + 1. ΄Αρα, αφού δεν είναι ϕραγµένη, δεν είναι ούτε συγκλίνουσα.
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Ορισµός 3.16. ΄Εστω (aν)ν∈N µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών και (kν)ν∈N, µια ακολουθία ϕυσικών
αριθµών τέτοια ώστε k1 < k2 < . . . < kν < . . . . Τότε η ακολουθία bν = akν , ν ∈ N, καλείται υπακολουθία
της (aν)ν∈N.

1 2 3 . . . .

k1 k2 k3 . . . .

a a a . . . .
k1 k2 k3

Σηµείωση 3.17. 1. Αν από µια ακολουθία παραλείψουµε µερικούς όρους κατά τρόπο ώστε αυτοί που
ϑα αποµείνουν να είναι άπειροι στο πλήθος, τότε οι όροι που αποµένουν αποτελούν µια υπακολουθία
της αρχικής.

2. Για την (kν)ν∈N ισχύει ότι kν ≥ ν, ∀ν ∈ N.

Παράδειγµα 3.18. Η ακολουθία aν = (−1)ν , ν ∈ N, έχει ως υπακολουθίες, µεταξύ άλλων, τις

a2ν = (−1)2ν = 1, ν ∈ N

και
a2ν−1 = (−1)2ν−1 = −1, ν ∈ N.

Επίσης, η ακολουθία
bν = cos

νπ

2
, ν ∈ N,

έχει ως υπακολουθίες, µεταξύ άλλων, τις

b4ν = cos
4νπ

2
= 1, ν ∈ N,

b4ν−1 = cos
(4ν − 1)π

2
= 0, ν ∈ N,

b4ν−2 = cos
(4ν − 2)π

2
= −1, ν ∈ N

και
b4ν−3 = cos

(4ν − 3)π

2
= 0, ν ∈ N.

Θεώρηµα 3.19. Αν lim aν = l και (akν )ν∈N είναι µια υπακολουθία της (aν)ν∈N, τότε lim akν = l.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

lim aν = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ |aν − l| < ε].

΄Οµως ισχύει ότι kν ≥ ν, ∀ν ∈ N, οπότε έχουµε

ν > ν0 ⇒ kν ≥ ν > ν0,

συνεπώς
(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ |akν − l| < ε,

δηλαδή lim akν = l.

Σηµείωση 3.20. 1. Αν lim akν = l τότε δε συνεπάγεται αναγκαστικά ότι και lim aν = l. Πράγµατι, για
την ακολουθία aν = (−1)ν , ν ∈ N, και την υπακολουθία της a2ν = (−1)2ν = 1, ν ∈ N, έχουµε
lim a2ν = 1 ενώ το όριο της (aν)ν∈N δεν υπάρχει, όπως δείξαµε στο Παράδειγµα 3.10.

2. Το Θεώρηµα 3.19 µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως αρνητικό κριτήριο, δηλαδή αν µια υπακολουθία της
(aν)ν∈N δε συγκλίνει, τότε και η (aν)ν∈N δε συγκλίνει.
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3. Αν υπάρχουν δυο υπακολουθίες της (aν)ν∈N που συγκλίνουν σε διαφορετικά όρια, τότε η (aν)ν∈N δε
συγκλίνει, π.χ. η aν = (−1)ν , ν ∈ N, δε συγκλίνει γιατί

lim a2ν = lim(−1)2ν = 1

ενώ
lim a2ν−1 = (−1)2ν−1 = −1.

4. Αν µια ακολουθία είναι ϕραγµένη, τότε κάθε υπακολουθία της είναι επίσης ϕραγµένη.

5. Κάθε ακολουθία είναι υπακολουθία του εαυτού της (για kν = ν, ν ∈ N).

6. Αν γνωρίζουµε ότι µια ακολουθία συγκλίνει, τότε για να ϐρούµε το όριο της αρκεί να ϐρούµε το όριο
µιας οποιασδήποτε υπακολουθίας της.

Θεώρηµα 3.21. Μία ακολουθία (aν)ν∈N συγκλίνει αν και µόνο αν οι υπακολουθίες (a2ν)ν∈N και (a2ν−1)ν∈N
συγκλίνουν στο ίδιο όριο.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι lim aν = l. Τότε γνωρίζουµε ότι όλες οι υπακολουθίες της (aν)ν∈N συγκλίνουν στο l,
οπότε lim a2ν = lim a2ν−1 = l.

Αντίστροφα, έστω ότι lim a2ν = lim a2ν−1 = l. Θα δείξουµε ότι lim aν = l. ΄Εχουµε

lim a2ν = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν1 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν1 ⇒ |a2ν − l| < ε]

και
lim a2ν−1 = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν2 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν2 ⇒ |a2ν−1 − l| < ε].

Θέτουµε ν0 = max{2ν1, 2ν2 − 1}. ΄Ετσι (∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N) µε ν > ν0 ισχύει

1. αν ν = 2k τότε ν > ν0 ⇒ 2k > ν0 ≥ 2ν1 ⇒ k > ν1 ⇒ |a2k − l| < ε ⇒ |aν − l| < ε.

2. αν ν = 2k − 1 τότε ν > ν0 ⇒ 2k − 1 > ν0 ≥ 2ν2 − 1 ⇒ k > ν2 ⇒ |a2k−1 − l| < ε ⇒ |aν − l| < ε.

΄Αρα σε κάθε περίπτωση έχουµε |aν − l| < ε, ∀ν > ν0, οπότε lim aν = l.

Θεώρηµα 3.22. Αν οι ακολουθίες (aν)ν∈N και (bν)ν∈N είναι συγκλίνουσες και επιπλέον (∃ν1 ∈ N) τέτοιο
ώστε (∀ν ∈ N) µε ν > ν1 συνεπάγεται ότι aν ≤ bν , τότε lim aν ≤ lim bν .

Απόδειξη. ΄Εχουµε

lim aν = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν2 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν2 ⇒ |aν − l| < ε]

και
lim bν = m ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν3 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν3 ⇒ |bν −m| < ε].

΄Ετσι, για ν > max{ν1, ν2, ν3} έχουµε

l − ε < aν ≤ bν < ε+m ⇒ l − ε < ε+m ⇒ l −m < 2ε.

Συνεπώς ισχύει ότι (∀ε > 0) l − m < 2ε. Από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι l ≤ m. Πράγµατι, έστω ότι
l −m > 0. Τότε για ε = l−m

4 έχουµε

l −m < 2
l −m

4
=

l −m

2
⇔ 0 < l −m <

l −m

2

που είναι άτοπο. ΄Αρα l −m ≤ 0, δηλαδή lim aν ≤ lim bν .

Θεώρηµα 3.23. Αν lim aν = l και lim bν = m, τότε

1. lim(aν ± bν) = l ±m.

2. lim(kaν) = kl, ∀k ∈ R.

3. lim(aνbν) = lm.

4. lim aν

bν
= l

m , αν bν 6= 0, ∀ν ∈ N, και m 6= 0. Σηµειώνουµε εδώ ότι το lim aν

bν
µπορεί να υπάρχει ακόµα

και αν lim bν = m = 0, π.χ. αν aν = 1
ν , ν ∈ N, και bν = 1

ν , ν ∈ N. Τότε lim aν

bν
= 1, αλλά προφανώς

δεν ισχύει η ισότητα, αφού το l
m δεν ορίζεται.
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5. lim |aν | = |l|. Σηµειώνουµε ότι το αντίστροφο ισχύει µόνο αν l = 0, γιατί π.χ. για την ακολουθία
aν = (−1)ν+1, ν ∈ N, έχουµε

lim |aν | = lim |(−1)ν+1| = 1,

ενώ το lim aν δεν υπάρχει, αφού lim a2ν−1 = 1 και lim a2ν = −1.

1

-1

1

2

3

4

6. lim
√
aν =

√
l, αν aν ≥ 0, ∀ν ∈ N.

Σηµείωση 3.24. Είναι απαραίτητο να εξασφαλίσουµε ότι τα lim aν και lim bν υπάρχουν πριν εφαρµόσουµε
το Θεώρηµα 3.23, γιατί π.χ. για τις ακολουθίες aν = (−1)ν , ν ∈ N, και bν = (−1)ν+1, ν ∈ N, έχουµε

lim(aν + bν) = lim
(
(−1)ν + (−1)ν+1

)
= lim0 = 0,

ενώ τα lim(−1)ν και lim(−1)ν+1 δεν υπάρχουν.

Παράδειγµα 3.25. ΄Εχουµε

lim
7ν3 − 6ν2 + 5ν + 4

5ν3 + 2ν2 + ν
= lim

7− 6
ν + 5

ν2 + 4
ν3

5 + 2
ν + 1

ν2

=
7

5
.

Οµοίως έχουµε

lim
2ν

ν2 + 1
= lim

2
ν

1 + 1
ν2

= 0.

Παράδειγµα 3.26. Αν a ∈ R µε |a| < 1, τότε lim |a|ν = 0.

1/2

1/16

1/4

1 2 3

Πράγµατι, αν a = 0 τότε προφανώς lim 0ν = 0. Αν a 6= 0 τότε 1
|a| > 1, οπότε (∃θ > 0) τέτοιο ώστε

1

|a| = 1 + θ

και έτσι, χρησιµοποιώντας την ανισότητα Bernoulli, έχουµε για τυχόν ν ∈ N ότι

1

|a|ν = (1 + θ)ν ≥ 1 + νθ > νθ ⇒ |a|ν <
1

θ

1

ν
.

΄Οµως lim 1
ν = 0 οπότε αφού |a|ν ≥ 0 έχουµε lim |a|ν = 0. Συνεπώς, αν |a| < 1, τότε ισχύει ότι lim |a|ν = 0.

Παράδειγµα 3.27. Αν a ∈ (0,+∞), τότε lim ν
√
a = 1.
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α>1

1 2 3

1

√α3

√α

α

α<1

α

1 2 3

1

√α

√α3

Πράγµατι, αν a = 1, τότε προφανώς lim ν
√
1 = 1.

Αν a > 1, τότε ν
√
a > 1 συνεπώς (∃ων > 0) τέτοιο ώστε ν

√
a = 1 + ων οπότε από την ανισότητα Bernoulli

έχουµε
a = (1 + ων)

ν ≥ 1 + νων ⇒ ων ≤ a− 1

ν
.

΄Οµως
lim

a− 1

ν
= (a− 1) lim

1

ν
= 0

οπότε αφού ων ≥ 0 ισχύει ότι limων = 0 και έτσι

lim ν
√
a = lim(1 + ων) = 1.

Αν 0 < a < 1 τότε (∃δν > 0) τέτοιο ώστε

ν
√
a =

1

1 + δν

οπότε από την ανισότητα Bernoulli έχουµε

a =

(
1

1 + δν

)ν

≤ 1

1 + νδν
<

1

νδν
⇒ 0 < δν <

1

νa

οπότε lim δν = 0 και έτσι lim ν
√
a = 1.

Συνεπώς, αν a ∈ (0,+∞), τότε ισχύει ότι lim ν
√
a = 1.

Παράδειγµα 3.28. Ισχύει ότι lim ν
√
ν = 1.

1

Πράγµατι, για τυχόν ν ∈ N έχουµε 2ν
√
ν ≥ 1 οπότε 2ν

√
ν = 1+δν για κάποιο δν ≥ 0. ΄Ετσι από την ανισότητα

Bernoulli έχουµε
(

2ν
√
ν
)ν

= (1 + δν)
ν ⇒ √

ν = (1 + δν)
ν ≥ 1 + νδν > νδν ⇒ δν <

1√
ν
.

΄Οµως 1√
ν
→ 0 οπότε δν → 0 και έτσι έχουµε

2ν
√
ν = 1 + δν ⇒ ν

√
ν = (1 + δν)

2 = 1 + 2δν + δ2ν ⇒ lim ν
√
ν = lim(1 + 2δν + δ2ν) = 1.

Σηµειώνουµε εδώ ότι, για να υπολογίσουµε το όριο ν-οστής ϱίζας, ϑεωρούµε την kν ϱίζα, όπου k είναι ένας
ϕυσικός αριθµός µεγαλύτερος κατά 1 από τον ϐαθµό της υπόριζης ποσότητας, π.χ. για να υπολογίσουµε το
lim ν

√
ν2 + ν παίρνουµε την 3ν

√
ν2 + ν > 1. Παρατηρούµε ότι ν2 + ν ≥ 1.
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Παράδειγµα 3.29. Ισχύει ότι

lim(
√
(ν + 2)(ν + 3)− ν) = lim

(ν + 2)(ν + 3)− ν2√
(ν + 2)(ν + 3) + ν

= lim
5ν + 6√

ν2 + 5ν + 6 + ν

= lim
ν
(
5 + 6

ν

)

ν
[√

1 + 5
ν + 6

ν2 + 1
] =

5

2
.

Οµοίως έχουµε

lim(

√
ν +

√
ν −

√
ν −√

ν) = lim
ν +

√
ν − ν +

√
ν√

ν +
√
ν +

√
ν −√

ν
= lim

2
√
ν

√
ν
[√

1 + 1√
ν
+
√
1− 1√

ν

] = 1.

Θεώρηµα 3.30. ΄Εστω (aν)ν∈N µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών, ν0 ∈ N, (bν)ν∈N η ακολουθία που
ορίζεται από τον τύπο bν = aν0+ν , ν ∈ N, και lim bν = l. Τότε lim aν = l.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

lim bν = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν1 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν1 ⇒ |bν − l| < ε].

΄Ετσι, για ν > ν0 + ν1 έχουµε |aν − l| = |bν−ν0
− l| < ε, δηλαδή lim aν = l.

Παράδειγµα 3.31. Αν aν 6= 0, ∀ν ∈ N, και

lim

∣∣∣∣
aν+1

aν

∣∣∣∣ = k < 1,

τότε lim aν = 0. Πράγµατι, για λ ∈ R µε k < λ < 1 και ε = λ− k έχουµε

lim

∣∣∣∣
aν+1

aν

∣∣∣∣ = k ⇒
[
(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν ≥ ν0 ⇒

∣∣∣∣
∣∣∣∣
aν+1

aν

∣∣∣∣− k

∣∣∣∣ < λ− k

]
,

οπότε για κάθε ν ≥ ν0 ισχύει
∣∣∣∣
aν+1

aν

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
aν+1

aν

∣∣∣∣− k + k

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∣∣∣∣
aν+1

aν

∣∣∣∣− k

∣∣∣∣+ |k| < λ− k + k = λ,

δηλαδή
|aν+1| ≤ λ|aν |, ∀ν ≥ ν0.

Συνεπώς, για τυχόν ρ ∈ N, έχουµε

|aν0+1| < λ|aν0 |, |aν0+2| < λ|aν0+1|, . . . , |aν0+ρ| < λ|aν0+ρ−1|.

Πολλαπλασιάζοντας τις προηγούµενες σχέσεις κατά µέλη, έχουµε

|aν0+ρ| < λρ|aν0 |.

΄Οµως λρ → 0, όταν ρ → +∞, αφού λ < 1, οπότε

lim
ρ→+∞

aν0+ρ = 0,

συνεπώς από το Θεώρηµα 3.30 έχουµε ότι lim aν = 0. Εφαρµόζοντας το παραπάνω για την ακολουθία

aν =
2ν

ν!
, ν ∈ N,

έχουµε ∣∣∣∣∣∣

2ν+1

(ν+1)!

2ν

(ν)!

∣∣∣∣∣∣
=

2ν2
(ν)!(ν+1)

2ν

(ν)!

=
2

ν + 1
→ 0,

οπότε
lim

2ν

ν!
= 0.
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Θεώρηµα 3.32 (Θεώρηµα Ισοσυγκλινουσών Ακολουθιών). Αν (aν)ν∈N, (bν)ν∈N και (cν)ν∈N είναι ακολου-
ϑίες τέτοιες ώστε

aν ≤ bν ≤ cν , ν ∈ N,

και
lim aν = l = lim cν ,

τότε η (bν)ν∈N είναι συγκλίνουσα και lim bν = l.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

lim aν = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν1 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν1 ⇒ |aν − l| < ε]

και
lim cν = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν2 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν2 ⇒ |cν − l| < ε].

΄Ετσι, για ν0 = max{ν1, ν2} και τυχόν ν > ν0 έχουµε ότι

l − ε < aν ≤ bν ≤ cν < l + ε ⇒ l − ε < bν < l + ε ⇒ |bν − l| < ε,

δηλαδή lim bν = l.

Παράδειγµα 3.33. Ισχύει ότι lim [νa]
ν = a, a ∈ R. Πράγµατι, έχουµε

νa− 1 ≤ [νa] ≤ νa ⇔ a− 1

ν
≤ [νa]

ν
≤ a.

΄Οµως lim
(
a− 1

ν

)
= a και lim a = a, άρα από το Θεώρηµα Ισοσυγκλινουσών Ακολουθιών έχουµε ότι

lim [νa]
ν = a.

Παράδειγµα 3.34. ΄Εστω ότι lim aν = l > 0. Τότε lim ν
√
aν = 1. Πράγµατι

lim aν = l ⇒
[
(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ |aν − l| < l

2

]
.

΄Οµως

|aν − l| < l

2
⇔ l

2
< aν <

3l

2
⇔ ν

√
l

2
< ν

√
aν <

ν

√
3l

2

ενώ

lim
ν

√
l

2
= 1 = lim

ν

√
3l

2
.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.30 και το Θεώρηµα Ισοσυγκλινουσών Ακολουθιών, έχουµε ότι lim ν
√
aν = 1.

Ορισµός 3.35. Η ακολουθία (aν)ν∈N καλείται

1. αύξουσα αν aν+1 ≥ aν , ∀ν ∈ N.

2. γνησίως αύξουσα αν aν+1 > aν , ∀ν ∈ N.

3. ϕθίνουσα αν aν+1 ≤ aν , ∀ν ∈ N.

4. γνησίως ϕθίνουσα αν aν+1 < aν , ∀ν ∈ N.

5. µονότονη αν είναι αύξουσα ή ϕθίνουσα.

6. γνησίως µονότονη αν είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως ϕθίνουσα.

Παράδειγµα 3.36. Η ακολουθία
aν =

2ν − 7

3ν + 2
, ν ∈ N,

είναι αύξουσα αφού για τυχόν ν ∈ N έχουµε

∆ν = aν+1 − aν =
2(ν + 1)− 7

3(ν + 1) + 2
− 2ν − 7

3ν + 2
=

25

(3ν + 5)(3ν + 2)
> 0,

άρα
∆ν > 0 ⇔ aν+1 − aν > 0 ⇔ aν+1 > aν , ∀ν ∈ N.
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Παράδειγµα 3.37. Η ακολουθία
aν =

1

2ν
, ν ∈ N,

είναι ϕθίνουσα, αφού για τυχόν ν ∈ N έχουµε

aν+1

aν
=

1
2ν+1

1
2ν

=
1

2
< 1,

άρα aν+1 < aν , ∀ν ∈ N. Σηµειώνουµε εδώ ότι αυτός ο τρόπος µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο αν όλοι οι
όροι της ακολουθίας έχουν το ίδιο πρόσηµο.

Παράδειγµα 3.38. Η ακολουθία (aν)ν∈N, µε a1 = 1 και aν+1 = 1
4 (2aν+3), ν ∈ N, είναι γνησίως αύξουσα.

Πράγµατι, έχουµε
a1 = 1 <

5

4
= a2.

Επίσης, έστω ότι ισχύει aν < aν+1. Τότε

2aν < 2aν+1 ⇒ 1

4
(2aν + 3) <

1

4
(2aν+1 + 3) ⇒ aν+1 < aν+2.

΄Αρα σύµφωνα µε τη µαθηµατική επαγωγή έχουµε ότι η (aν)ν∈N είναι γνησίως αύξουσα.

Παράδειγµα 3.39. Η ακολουθία (aν)ν∈N, µε a1 = 1 και

aν+1 =
4 + 3aν
3 + 2aν

, ν ∈ N,

είναι γνησίως αύξουσα. Πράγµατι, παρατηρούµε ότι

∆ν+1 = aν+2 − aν+1 =
4 + 3aν+1

3 + 2aν+1
− 4 + 3aν

3 + 2aν
=

1

(3 + 2aν+1)(3 + 2aν)
∆ν ,

δηλαδή δυο διαδοχικές διαφορές διατηρούν πρόσηµο και µηδενίζονται ταυτόχρονα, άρα η ακολουθία είναι
µονότονη. Επιπλέον, έχουµε ότι

∆1 = a2 − a1 =
2

5
> 0,

οπότε η ακολουθία είναι αύξουσα. Ακόµη, ισχύει ότι

aν+1 = aν ⇔ 4 + 3aν
3 + 2aν

= aν ⇔ aν =
√
2,

το οποίο όµως είναι αδύνατο, αφού όπως προκύπτει από τον τύπο της ακολουθίας, όλοι οι οροι της είναι
ϱητοί αριθµοί. Συνεπώς η ακολουθία είναι γνησίως αύξουσα.

Θεώρηµα 3.40. ΄Εστω (aν)ν∈N µια µονότονη ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Η (aν)ν∈N συγκλίνει αν
και µόνο αν είναι ϕραγµένη. Ειδικότερα,

1. αν η (aν)ν∈N είναι αύξουσα και ϕραγµένη, τότε lim aν = sup{aν , ν ∈ N}.
2. αν η (aν)ν∈N είναι ϕθίνουσα και ϕραγµένη, τότε lim aν = inf{aν , ν ∈ N}.

Απόδειξη. Αν η (aν)ν∈N είναι συγκλίνουσα τότε, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.13, η (aν)ν∈N είναι ϕραγµένη.
Αντίστροφα, έστω ότι η (aν)ν∈N είναι ϕραγµένη. Θα εξετάσουµε την περίπτωση η (aν)ν∈N να είναι

αύξουσα. Η περίπτωση να είναι ϕθίνουσα εξετάζεται ϑεωρώντας την (−aν)ν∈N. Αφού η (aν)ν∈N είναι
ϕραγµένη, το σύνολο {aν , ν ∈ N} είναι ϕραγµένο, συνεπώς έχει supremum και έστω ότι sup{aν , ν ∈ N} = l.
Τότε, για τυχόν ε > 0 υπάρχει k ∈ N τέτοιο ώστε ak > l − ε. ΄Οµως η (aν)ν∈N είναι αύξουσα, οπότε για
τυχόν ν > k έχουµε

l − ε < ak ≤ aν ≤ l + ε ⇒ |aν − l| < ε,

δηλαδή lim aν = l.

Σηµείωση 3.41. 1. Αν η (aν)ν∈N είναι ϕθίνουσα, τότε η ακολουθία (−aν)ν∈N είναι αύξουσα.

2. Αν µια ακολουθία δεν είναι µονότονη, τότε µπορεί να είναι ϕραγµένη χωρίς να συγκλίνει, π.χ. η
aν = (−1)ν , ν ∈ N. Αν όµως συγκλίνει, τότε υποχρεωτικά είναι ϕραγµένη.

3. Μια ακολουθία µπορεί να συγκλίνει χωρίς να είναι µονότονη, π.χ. η aν = (−1)ν

ν , ν ∈ N.
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Παράδειγµα 3.42. Η ακολουθία (aν)ν∈N, µε a1 = 1 και

aν+1 = 1 +
1

1 + aν
, ν ≥ 1,

συγκλίνει και µάλιστα lim aν =
√
2. Πράγµατι, παρατηρούµε ότι ισχύει 1 ≤ aν ≤ 2, ∀ν ∈ N. Επιπλέον,

έχουµε

aν+2 − aν+1 =

(
1 +

1

1 + aν+1

)
−
(
1 +

1

1 + aν

)
= − (aν+1 − aν)

(1 + aν)(1 + aν+1)
,

δηλαδή δύο διαδοχικές διαφορές έχουν αντίθετο πρόσηµο, συνεπώς η (aν)ν∈N δεν είναι µονότονη. ΄Οµως
ισχύει ότι

aν+2 − aν =

(
1 +

1

1 + aν+1

)
−
(
1 +

1

1 + aν−1

)
=

aν − aν−2

(3 + 2aν)(3 + 2aν−2)
,

δηλαδή οι υπακολουθίες (a2ν)ν∈N και (a2ν−1)ν∈N είναι µονότονες. Ειδικότερα, έχουµε

a4 − a2 = − 1

12
< 0,

άρα η (a2ν)ν∈N είναι ϕθίνουσα ενώ από την

a3 − a1 =
2

5
> 0

προκύπτει ότι η (a2ν−1)ν∈N είναι αύξουσα. Συνεπώς η (a2ν)ν∈N είναι ϕθίνουσα και ϕραγµένη, άρα συγ-
κλίνει και έστω ότι lim a2ν = l. Οµοίως η (a2ν−1)ν∈N είναι αύξουσα και ϕραγµένη, άρα συγκλίνει και έστω
ότι lim a2ν−1 = m. Τότε έχουµε

a2ν = 1 +
1

1 + a2ν−1
⇒ l = 1 +

1

1 +m
⇒ lm− 2 = m− l

και
a2ν−1 = 1 +

1

1 + a2ν−2
⇒ m = 1 +

1

1 + l
⇒ lm− 2 = −(m− l).

Από τις δυο τελευταίες σχέσεις έχουµε m − l = −(m − l) οπότε m − l = 0, δηλαδή m = l. ΄Αρα lim a2ν =
lim a2ν−1 = l = m, συνεπώς σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.21 έχουµε ότι lim aν = l. Επίσης έχουµε

l = 1 +
1

1 + l
⇔ l =

√
2,

οπότε τελικά ισχύει ότι lim aν =
√
2.

Θεώρηµα 3.43. Αν (aν)ν∈N είναι µια µονότονη ακολουθία πραγµατικών αριθµών και (akν )ν∈N είναι µια
υπακολουθία της που συγκλίνει στο l, τότε lim aν = l.

Ορισµός 3.44. Μια ακολουθία (aν)ν∈N λέµε ότι έχει όριο το +∞ (αντ. το −∞) και γράφουµε lim aν = +∞
(αντ. lim aν = −∞) αν και µόνο αν

(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ aν >
1

ε

(
αντ. aν < −1

ε

)
.

Θεώρηµα 3.45. ΄Εστω (aν)ν∈N και (bν)ν∈N δυο ακολουθίες πραγµατικών αριθµών τέτοιες ώστε aν ≤ bν ,
∀ν ∈ N. Τότε

1. αν lim aν = +∞ ισχύει ότι lim bν = +∞.

2. αν lim bν = −∞ ισχύει ότι lim aν = −∞.

Απόδειξη. Θα κάνουµε την απόδειξη για το (1), ενώ η απόδειξη για το (2) είναι ανάλογη. ΄Εχουµε

lim aν = +∞ ⇔
[
(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ aν >

1

ε

]
.

΄Οµως
1

ε
< aν ≤ bν , για ν > ν0,

οπότε lim bν = +∞.
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Παράδειγµα 3.46. Αν a > 1 τότε lim aν = +∞. Πράγµατι, αφού a > 1, υπάρχει b > 0 τέτοιο ώστε
a = 1 + b, οπότε µε τη ϐοήθεια της ανισότητας Bernoulli έχουµε

aν = (1 + b)ν ≥ 1 + νb > νb.

΄Οµως lim(bν) = +∞ άρα ισχύει ότι lim aν = +∞.

Θεώρηµα 3.47. Αν (aν)ν∈N και (bν)ν∈N είναι τέτοιες ώστε bν 6= 0, ∀ν ∈ N, και επιπλέον

lim
aν
bν

= l, l > 0,

τότε ισχύει ότι

lim aν = +∞ ⇔ lim bν = +∞.

Ορισµός 3.48. Η (aν)ν∈N καλείται ακολουθία του Cauchy ή ϐασική ακολουθία αν ισχύει το ακόλουθο

(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν, µ ∈ N)ν > ν0, µ > ν0 ⇒ |aν − aµ| < ε.

Σηµείωση 3.49. Ο Ορισµός 3.48 µπορεί να πάρει την ισοδύναµη µορφή:

(aν)ν∈N ϐασική ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0(∀k ∈ N) ⇒ |aν+k − aν | < ε].

Θεώρηµα 3.50. Η (aν)ν∈N συγκλίνει αν και µόνο αν είναι ακολουθία του Cauchy.

Σηµείωση 3.51. 1. Με ϐάση το Θεώρηµα 3.50, για να δείξουµε ότι µια ακολουθία συγκλίνει αρκεί να
δείξουµε ότι είναι ακολουθία του Cauchy. Από τον ορισµό της ϐασικής ακολουθίας, παρατηρούµε ότι
δεν χρειάζεται να έχουµε καµία εκ των προτέρων γνώση για την τιµή του ορίου. Συνεπώς, το Θεώρηµα
3.50 µας δίνει έναν τρόπο να αποδείξουµε ότι µια ακολουθία συγκλίνει χωρίς να γνωρίζουµε την τιµή
του ορίου της, κάτι που αποτελεί πλεονέκτηµα σε σχέση µε τον ορισµό του ορίου.

2. Αν αποδείξουµε ότι µια ακολουθία είναι ϐασική τότε για να ϐρούµε το όριο της αρκεί να ϐρούµε το
όριο µιας οποιασδήποτε υπακολουθίας της.

Παράδειγµα 3.52. Η ακολουθία

aν =
ν + 1

ν
, ν ∈ N,

είναι ϐασική. Πράγµατι, έστω ε > 0. Τότε

|aν − aµ| = |1 + 1

ν
− 1− 1

µ
| = |µ− ν|

|νµ| ≤ |µ|+ |ν|
νµ

=
µ+ ν

νµ
.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι µ > ν, οπότε

|aν − aµ| ≤ µ+ ν

µν
=

1

ν
+

1

µ
<

1

ν
+

1

ν
=

2

ν
< ε ⇔ ν >

2

ε
.

Συνεπώς, επιλέγουµε

ν0 =

[
2

ε

]
+ 1

και έχουµε το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 3.53. Η ακολουθία

aν = ν +
(−1)ν

ν
, ν ∈ N,

δεν είναι ϐασική. Πράγµατι, παρατηρούµε ότι

|a2ν−1 − a2ν | =
∣∣∣∣2ν − 1− 1

2ν − 1
− 2ν − 1

2ν

∣∣∣∣ = 1 +
1

2ν − 1
+

1

2ν
> 1.

΄Εστω ότι είναι ϐασική. Τότε, από τον ορισµό της ϐασικής ακολουθίας αν επιλέξουµε τυχόν 0 < ε < 1,
καταλήγουµε σε άτοπο.
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Παράδειγµα 3.54. Η ακολουθία (aν)ν∈N∪{0} µε a0 = 0, a1 = 1 και

aν =
1

3
(aν−1 + 2aν−2), ν ≥ 2,

συγκλίνει. Πράγµατι, αρχικά παρατηρούµε ότι

aν+1 − aν = −2

3
(aν − aν−1),

άρα η ακολουθία δεν είναι µονότονη. ΄Οµως, έχουµε ότι

|aν+1 − aν | = 2

3
|aν − aν−1|, ∀ν ∈ N,

οπότε ισχύει ότι

|a2 − a1| = 2

3
|a1 − a0|, |a3 − a2| = 2

3
|a2 − a1|, . . . , |aν+1 − aν | = 2

3
|aν − aν−1|.

Πολλαπλασιάζοντας τις προηγούµενες σχέσεις κατά µέλη, έχουµε

|aν+1 − aν | =
(
2

3

)ν

|a1 − a0| =
(
2

3

)ν

.

΄Εστω µ, ν ∈ N, µε µ > ν. Τότε έχουµε

|aµ − aν | ≤ |aµ − aµ−1|+ |aµ−1 − aµ−2|+ . . .+ |aν+2 − aν+1|+ |aν+1 − aν |

=

(
2

3

)µ−1

+

(
2

3

)µ−2

+ . . .+

(
2

3

)ν+1

+

(
2

3

)ν

=

(
2

3

)ν
[
1 +

2

3
+

(
2

3

)2

+ . . .+

(
2

3

)µ−ν−1
]

=

(
2

3

)ν

[(
2
3

)µ−ν − 1
]

2
3 − 1

=

(
2

3

)ν 1− (
2
3

)µ−ν

1− 2
3

<

(
2
3

)ν
1− 2

3

→ 0.

΄Αρα η (aν)ν∈N∪{0} είναι Cauchy, οπότε συγκλίνει. Για να ϐρούµε το όριο, παρατηρούµε ότι

l =
1

3
(l + 2l) ⇔ 3l = 3l,

συνεπώς µε αυτόν τον τρόπο δε µπορούµε να προσδιορίσουµε το l. Ισχύει όµως ότι

3a2 = a1 + 2a0, 3a3 = a2 + 2a1, . . . , 3aν+1 = aν + 2aν−1, 3aν+2 = aν+1 + 2aν .

Προσθέτοντας τις παραπάνω σχέσεις κατά µέλη, έχουµε

3aν+1 + 3aν+2 = aν+1 + 3a1 + 2a0,

οπότε
3aν+2 + 2aν+1 = 3

και έτσι
5l = 3 ⇔ l =

3

5
.

΄Αρα
lim aν =

3

5
.
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Παράδειγµα 3.55. Η ακολουθία (aν)ν∈N µε

aν = 1 +
1

22
+

1

32
+ . . .+

1

ν2
, ν ∈ N,

συγκλίνει. Πράγµατι, αν ν, µ ∈ N µε µ > ν, έχουµε

|aµ − aν | =
∣∣∣∣1 +

1

22
+ . . .+

1

ν2
+

1

(ν + 1)2
+ . . .+

1

µ2
− 1− 1

22
− . . .− 1

ν2

∣∣∣∣

=
1

(ν + 1)2
+

1

(ν + 2)2
+ . . .+

1

µ2
.

΄Οµως για τυχόν ν ∈ N ισχύει

1

ν2
<

1

(ν − 1)ν
=

ν − (ν − 1)

ν(ν − 1)
=

1

ν − 1
− 1

ν
,

οπότε

|aµ − aν | <
(
1

ν
− 1

ν + 1

)
+

(
1

ν + 1
− 1

ν + 2

)
+ . . .+

(
1

µ− 1
− 1

µ

)
=

1

ν
− 1

µ
<

1

ν
→ 0.

΄Αρα η (aν)ν∈N συγκλίνει.



Κεφάλαιο 4

ΣΕΙΡΕΣ

Ορισµός 4.1. Αν (aν)ν∈N είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών και (σν)ν∈N είναι η ακολουθία που
ορίζεται ως

σ1 = a1

σ2 = a1 + a2

σ3 = a1 + a2 + a3

...

σν = a1 + a2 + . . .+ aν =

ν∑

k=1

ak

...

τότε

1. η ακολουθία (σν)ν∈N ονοµάζεται ακολουθία µερικών αθροισµάτων της ακολουθίας (aν)ν∈N.

2. ονοµάζουµε σειρά πραγµατικών αριθµών την ακολουθία (σν)ν∈N. Ο συµβολισµός
∑∞

ν=1 aν χρησιµο-
ποιείται για να δηλώσει τόσο την ίδια την σειρά όσο και το όριο της ακολουθίας (σν)ν∈N, εφόσον αυτό
υπάρχει.

3. κάθε όρος της ακολουθίας (σν)ν∈N ονοµάζεται µερικό άθροισµα της σειράς. Συγκεκριµένα, το σ1

ονοµάζεται πρώτο µερικό άθροισµα της σειράς, το σ2 ονοµάζεται δεύτερο µερικό άθροισµα της σειράς
κ.ο.κ.

Σηµείωση 4.2. 1. Αν γνωρίζουµε την ακολουθία (aν)ν∈N τότε γνωρίζουµε και την ακολουθία (σν)ν∈N,
αφού

σ1 = a1, σ2 = a1 + a2, . . . , σν = a1 + a2 + . . .+ aν , . . .

Αντίστροφα, αν γνωρίζουµε την ακολουθία (σν)ν∈N τότε γνωρίζουµε και την ακολουθία (aν)ν∈N, αφού

a1 = σ1, a2 = σ2 − a1 = σ2 − σ1, . . . , aν = σν − σν−1, . . .

2. Κάθε όρος της ακολουθίας (aν)ν∈N καλείται όρος της σειράς ενώ κάθε όρος της ακολουθίας (σν)ν∈N
καλείται µερικό άθροισµα της σειράς.

3. Στο συµβολισµό
∑∞

ν=1 aν , το
∑

δεν αντιπροσωπεύει άθροισµα, αφού το άθροισµα ορίζεται µόνο
για πεπερασµένο πλήθος όρων, ενώ η σειρά αντιστοιχεί σε άπειρους το πλήθος όρους. ΄Ετσι, για
παράδειγµα, ο προσεταιριστικός νόµος δεν ισχύει, ενώ ο αντιµεταθετικός νόµος ισχύει µόνο σε ειδικές
περιπτώσεις.

Παράδειγµα 4.3. 1. Η σειρά των ϕυσικών αριθµών είναι η
∞∑
ν=1

ν = 1 + 2 + . . .+ ν + . . .

µε
aν = ν, ν ∈ N

33
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και
σν =

ν(ν + 1)

2
, ν ∈ N.

2. Η αριθµητική σειρά µε πρώτο όρο a και λόγο ω είναι η
∞∑
ν=1

(a+ (ν − 1)ω) = a+ (a+ ω) + (a+ 2ω) + . . .+ (a+ (ν − 1)ω) + . . .

µε
aν = a+ (ν − 1)ω, ν ∈ N

και
σν =

2a+ (ν − 1)ω

2
ν, ν ∈ N.

3. Η γεωµετρική σειρά µε πρώτο όρο a και λόγο ω είναι η
∞∑
ν=0

aων = a+ aω + aω2 + . . .+ aων + . . .

µε
aν = aων , ν ∈ N

και
σν =

a(ων+1 − 1)

ω − 1
, ω 6= 1, ν ∈ N.

4. Η αρµονική σειρά είναι η
∞∑
ν=1

1

ν
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

ν
+ . . .

µε
aν =

1

ν
, ν ∈ N

και
σν = 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

ν
, ν ∈ N.

Παρατηρούµε ότι
2

aν
=

1

aν−1
+

1

aν+1
, ν ≥ 2.

5. Η σειρά που αντιστοιχεί στην ακολουθία µερικών αθροισµάτων

σν =
ν

2ν + 1
, ν ∈ N,

είναι η
∞∑
ν=1

1

(2ν + 1)(2ν − 1)
,

αφού για τυχόν ν ∈ N έχουµε

aν = σν − σν−1 =
ν

2ν + 1
− ν − 1

2(ν − 1) + 1
=

1

(2ν + 1)(2ν − 1)
.

Ορισµός 4.4. 1. Η σειρά
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό l αν limσν = l. Στην περίπτωση
αυτή γράφουµε

∞∑
ν=1

aν = a1 + a2 + . . . + aν + . . . = l

και ∞∑
ν=1

aν < +∞.

2. Η σειρά
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει κατ’ εκδοχή αν limσν = ±∞. Αν limσν = +∞ λέµε ότι η σειρά
απειρίζεται ϑετικά, ενώ αν limσν = −∞ λέµε ότι η σειρά απειρίζεται αρνητικά.
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3. Η σειρά
∑∞

ν=1 aν αποκλίνει ή κυµαίνεται αν το limσν δεν υπάρχει.

Παράδειγµα 4.5. Για τη γεωµετρική σειρά
∞∑
ν=1

1

2ν

έχουµε
σν =

1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2ν
= 1− 1

2ν
,

οπότε
limσν = lim

(
1− 1

2ν

)
= 1,

συνεπώς
∞∑
ν=1

1

2ν
= 1.

Παράδειγµα 4.6. Για τη σειρά
∑∞

ν=1 aω
ν−1, a, ω ∈ R, ω 6= 0, έχουµε

σν = a+ aω + . . .+ aων−1 =

{
aν, αν ω = 1,

aων−1
ω−1 , αν ω 6= 1,

οπότε

1. αν |ω| < 1, τότε

limσν = lim

(
a
ων − 1

ω − 1

)
=

a

1− ω
.

2. αν ω > 1, τότε
limσν = lim

(
a
ων − 1

ω − 1

)
=

{
+∞, αν a > 0
−∞, αν a < 0

.

3. αν ω = 1, τότε
limσν = lim(aν) =

{
+∞, αν a > 0
−∞, αν a < 0

.

4. αν ω = −1, τότε
limσν = lim

(
a
(−1)ν − 1

−2

)
= lim

(
−a

2
((−1)ν − 1)

)
,

το οποίο δεν υπάρχει (αρκεί να ϑεωρήσουµε τις υπακολουθίες των άρτιων και περιττών), συνεπώς η
σειρά αποκλίνει.

5. αν ω < −1, τότε
limσν = lim

(
a
ων − 1

ω − 1

)
.

΄Οµως το limων δεν υπάρχει (αρκεί να ϑεωρήσουµε τις υπακολουθίες των άρτιων και περιττών), οπότε
η σειρά αποκλίνει.

Συνοψίζοντας, έχουµε

∞∑
ν=1

aων−1 =





a
1−ω , |ω| < 1,

+∞, ω ≥ 1 και a > 0,

−∞, ω ≥ 1 και a < 0,

αποκλίνει, ω ≤ −1.

Παράδειγµα 4.7. Για την αρµονική σειρά πρώτης τάξης
∑∞

ν=1
1
ν έχουµε

σν = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

ν
,

οπότε παρατηρούµε ότι

|σ2ν − σν | = 1

ν + 1
+

1

ν + 2
+ . . .+

1

ν + ν
≥ 1

2ν
+

1

2ν
+ . . .+

1

2ν
= ν

1

2ν
=

1

2
.
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΄Αρα η ακολουθία (σν)ν∈N δεν είναι ϐασική και συνεπώς δε συγκλίνει. Επιπλέον, έχουµε ότι

σν+1 − σν =
1

ν + 1
≥ 0,

άρα limσν = +∞ οπότε
∑∞

ν=1
1
ν = +∞.

Θεώρηµα 4.8. Αν µια σειρά
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει, τότε η ακολουθία µερικών αθροισµάτων (σν)ν∈N είναι
ϕραγµένη και η (aν)ν∈N είναι µηδενική. Γενικά, τα αντίστροφα δεν ισχύουν.

Απόδειξη. Αφού
∑∞

ν=1 aν < +∞, το limσν υπάρχει και συνεπώς η (σν)ν∈N είναι ϕραγµένη. Το αντίστροφο
δεν ισχύει αφού η

∑∞
ν=1(−1)ν δε συγκλίνει, παρότι η αντίστοιχη (σν)ν∈N είναι ϕραγµένη.

Για την (aν)ν∈N, έχουµε aν = σν − σν−1, οπότε lim aν = limσν − limσν−1 = 0. Το αντίστροφο δεν
ισχύει αφού

∑∞
ν=1

1
ν = +∞ ενώ lim 1

ν = 0.

Σηµείωση 4.9. Από το Θεώρηµα 4.8 προκύπτει το ακόλουθο αρνητικό κριτήριο : Αν για τη
∑∞

ν=1 aν ισχύει
ότι lim aν 6= 0, τότε η σειρά δε συγκλίνει. Για παράδειγµα, η σειρά

∞∑
ν=1

2ν

ν + 1

δε συγκλίνει, αφού

lim
2ν

ν + 1
= 2.

Θεώρηµα 4.10. Αν
∑∞

ν=1 aν = l ∈ R,
∑∞

ν=1 bν = m ∈ R και ξ, η ∈ R τότε

∞∑
ν=1

(ξaν + ηbν) = ξl + ηm.

Απόδειξη. Αν σν =
∑ν

k=1 ak, τν =
∑ν

k=1 bk και sν =
∑ν

k=1(ξak + ηbk), τότε για τυχόν ν ∈ N έχουµε

sν =

ν∑

k=1

(ξak + ηbk) = ξ

ν∑

k=1

ak + η

ν∑

k=1

bk = ξσν + ητν ,

οπότε
lim sν = ξ limσν + η lim τν = ξl + ηm.

Σηµείωση 4.11. Το αντίστροφο του Θεωρήµατος 4.10 δεν ισχύει, δηλαδή αν το άθροισµα δυο σειρών
είναι συγκλίνουσα σειρά, τότε κάθε µια από αυτές δεν είναι αναγκαίο να συγκλίνει, π.χ.

∑∞
ν=1 1 = +∞,∑∞

ν=1(−1) = −∞ ενώ
∑∞

ν=1(1 + (−1)) = 0.

Θεώρηµα 4.12 (Κριτήριο του Cauchy). Η σειρά
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει αν και µόνο αν η ακολουθία µερικών
αθροισµάτων (σν)ν∈N είναι ακολουθία του Cauchy.

Ορισµός 4.13. Η
∑∞

ν=1 aν καλείται σειρά µη αρνητικών όρων αν και µόνο αν aν ≥ 0, ∀ν ∈ N.

Σηµείωση 4.14. Αν η
∑∞

ν=1 aν είναι σειρά µη αρνητικών όρων, τότε σν+1 −σν = aν+1 ≥ 0, ∀ν ∈ N, οπότε
η ακολουθία µερικών αθροισµάτων (σν)ν∈N είναι αύξουσα.

Θεώρηµα 4.15. Η σειρά
∑∞

ν=1 aν , µε aν ≥ 0, ∀ν ∈ N, συγκλίνει αν η (σν)ν∈N είναι ϕραγµένη ενώ απειρίζεται
ϑετικά αν η (σν)ν∈N δεν είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. Προφανής, αφού η (σν)ν∈N είναι αύξουσα.

Θεώρηµα 4.16 (Κριτήριο σύγκρισης σειρών). Αν οι
∑∞

ν=1 aν και
∑∞

ν=1 bν είναι σειρές µη αρνητικών όρων,
τέτοιες ώστε 0 ≤ aν ≤ Mbν , ∀ν ≥ ν0, όπου M ≥ 0 δεδοµένος πραγµατικός αριθµός και ν0 ∈ N, τότε

1.
∑∞

ν=1 bν < +∞ ⇒ ∑∞
ν=1 aν < +∞,

2.
∑∞

ν=1 aν = +∞ ⇒ ∑∞
ν=1 bν = +∞.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι σν =
∑ν

k=1 ak, ν ∈ N, και τν =
∑ν

k=1 bk, ν ∈ N. Τότε, για ν > ν0 έχουµε

σν =

ν∑

k=1

ak =

ν0−1∑

k=1

ak +

ν∑

k=ν0

ak ≤
ν0−1∑

k=1

ak +M

ν∑

k=ν0

bk ≤
ν0−1∑

k=1

ak +M

ν∑

k=1

bk

=

ν0−1∑

k=1

ak +Mτν .

Επίσης, αν ν ≤ ν0 τότε προφανώς ισχύει ότι σν ≤ ∑ν0−1
k=1 ak +Mτν , δηλαδή για τυχόν ν ∈ N έχουµε

σν ≤
ν0−1∑

k=1

ak +Mτν . (∗)

1. Αν
∑∞

ν=1 bν < +∞ τότε η (τν)ν∈N είναι ϕραγµένη, οπότε από την (∗) έχουµε ότι και η (σν)ν∈N είναι
ϕραγµένη, συνεπώς αφού η

∑∞
ν=1 aν είναι σειρά µη αρνητικών όρων, συγκλίνει.

2. Αν
∑∞

ν=1 aν = +∞ τότε η (σν)ν∈N δεν είναι ϕραγµένη, οπότε από την (∗) και η (τν)ν∈N δεν είναι
ϕραγµένη, δηλαδή η

∑∞
ν=1 bν απειρίζεται ϑετικά.

Θεώρηµα 4.17 (Οριακό κριτήριο σύγκρισης σειρών). ΄Εστω ότι
∑∞

ν=1 aν και
∑∞

ν=1 bν είναι δυο σειρές µε
ϑετικούς όρους, τέτοιες ώστε bν 6= 0, ∀ν ∈ N, και

lim
aν
bν

= l.

1. Αν 0 < l < +∞ τότε
∞∑
ν=1

bν < +∞ ⇔
∞∑
ν=1

aν < +∞,

και ∞∑
ν=1

bν = +∞ ⇔
∞∑
ν=1

aν = +∞.

2. Αν l = 0 τότε ∞∑
ν=1

bν < +∞ ⇒
∞∑
ν=1

aν < +∞,

και ∞∑
ν=1

aν = +∞ ⇒
∞∑
ν=1

bν = +∞.

3. Αν l = +∞ τότε
∞∑
ν=1

aν < +∞ ⇒
∞∑
ν=1

bν < +∞,

και ∞∑
ν=1

bν = +∞ ⇒
∞∑
ν=1

aν = +∞.

Απόδειξη. Αν 0 < l < +∞ τότε έχουµε

lim
aν
bν

= l ⇒
[
(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒

∣∣∣∣
aν
bν

− l

∣∣∣∣ <
l

2

]
,

οπότε ∣∣∣∣
aν
bν

− l

∣∣∣∣ <
l

2
⇔ l

2
bν < aν <

3l

2
bν , ∀ν > ν0.

Το υπόλοιπο της απόδειξης είναι προφανές. Για την περίπτωση l = 0, η αντίστοιχη σχέση είναι η

lim
aν
bν

= 0 ⇒
[
(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒

∣∣∣∣
aν
bν

∣∣∣∣ < 1

]
,
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οπότε ∣∣∣∣
aν
bν

∣∣∣∣ < 1 ⇒ 0 < aν < bν , ∀ν > ν0,

ενώ για την περίπτωση l = +∞ έχουµε

lim
aν
bν

= +∞ ⇒
[
(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ aν

bν
> 1

]
,

οπότε
aν
bν

> 1 ⇒ 0 < bν < aν , ∀ν > ν0.

Σηµείωση 4.18. Για να εξετάσουµε αν η σειρά
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει ή απειρίζεται ϑετικά χρησιµοποιώντας
το Θεώρηµα 4.17, κατασκευάζουµε την (bν)ν∈N από την (aν)ν∈N παίρνοντας από αυτή τις µεγαλύτερες
δυνάµεις του ν, π.χ. αν

aν =
(2ν + 1) 3

√
ν3 + 1

5ν6 + 1

τότε επιλέγουµε

bν =
ν

3
√
ν3

ν6
=

1

ν4
.

Θεώρηµα 4.19. Ισχύει ότι
∞∑
ν=1

1

νρ

{
= +∞, αν ρ ≤ 1,
< +∞, αν ρ > 1.

Η σειρά
∑∞

ν=1
1
νρ καλείται αρµονική σειρά ρ-τάξης.

Παράδειγµα 4.20. Για τη σειρά
∞∑
ν=1

ν2

ν3 + 1

έχουµε
ν2

ν3+1

ν2

ν3

=
ν3

ν3 + 1
→ 1.

΄Οµως
∞∑
ν=1

ν2

ν3
=

∞∑
ν=1

1

ν
= +∞,

οπότε
∞∑
ν=1

ν2

ν3 + 1
= +∞.

Παράδειγµα 4.21. Για τη σειρά
∞∑
ν=1

(2ν + 5)
√
ν4 + ν

3ν5 + 1

έχουµε
(2ν+5)

√
ν4+ν

3ν5+1

ν
√
ν4

ν5

=
ν5(2ν + 5)

√
ν4 + ν

(3ν5 + 1)ν
√
ν4

→ 2

3
.

΄Οµως
∞∑
ν=1

ν
√
ν4

ν5
=

∞∑
ν=1

1

ν2
< +∞,

οπότε
∞∑
ν=1

(2ν + 5)
√
ν4 + ν

3ν5 + 1
< +∞.
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Παράδειγµα 4.22. Για τη σειρά
∑∞

ν=1 sin
π
ν έχουµε

sin π
ν

π
ν

→ 1,

αφού
lim
x→0

sinx

x
= 1.

΄Οµως
∞∑
ν=1

π

ν
= π

∞∑
ν=1

1

ν
= +∞,

οπότε ∞∑
ν=1

sin
π

ν
= +∞.

Παρατηρούµε ότι
ν ≥ 1 ⇒ 0 <

1

ν
≤ 1 ⇒ 0 <

π

ν
≤ π,

οπότε για τυχόν ν ∈ N ισχύει ότι π
ν ∈ [0, π], συνεπώς sin π

ν ≥ 0, ∀ν ∈ N, δηλαδή η
∑∞

ν=1 sin
π
ν είναι σειρά

µη αρνητικών όρων.

Θεώρηµα 4.23 (Κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert). Αν για τη σειρά
∑∞

ν=1 aν , όπου aν > 0, ∀ν ∈ N,
ισχύει

lim
aν+1

aν
= k ∈ R,

τότε

1. αν 0 ≤ k < 1, τότε η σειρά συγκλίνει,

2. αν k > 1, τότε η σειρά απειρίζεται ϑετικά,

3. αν k = 1, τότε αυτό το ϑεώρηµα δε δίνει απάντηση.

Θεώρηµα 4.24 (Κριτήριο ν-οστής ϱίζας του Cauchy). Αν για τη σειρά
∑∞

ν=1 aν , µε aν ≥ 0, ∀ν ∈ N, ισχύει
ότι

lim ν
√
aν = k ∈ R,

τότε

1. αν 0 ≤ k < 1, τότε η σειρά συγκλίνει,

2. αν k > 1, τότε η σειρά απειρίζεται ϑετικά,

3. αν k = 1, τότε αυτό το ϑεώρηµα δε δίνει απάντηση.

Θεώρηµα 4.25 (Κριτήριο δυνάµεων του 2). Αν η (aν)ν∈N είναι ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών όρων, τότε
οι σειρές

∑∞
ν=1 2

ν−1a2ν−1 και
∑∞

ν=1 aν συγκλίνουν (όχι αναγκαστικά στο ίδιο όριο) ή απειρίζονται ϑετικά
συγχρόνως.

Παράδειγµα 4.26. Για τη σειρά
∑∞

ν=1(
ν
√
ν − 1)ν , εφαρµόζοντας το κριτήριο ν-οστής ϱίζας του Cauchy,

έχουµε
lim ν

√
( ν
√
ν − 1)ν = lim( ν

√
ν − 1) = 1− 1 = 0,

οπότε η σειρά συγκλίνει.

Παράδειγµα 4.27. Για τη σειρά
∞∑
ν=1

2νν!

νν
,

εφαρµόζοντας το κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert, έχουµε

lim
2ν+1(ν + 1)!νν

(ν + 1)ν+12νν!
= lim

2νν

(ν + 1)ν
= lim

2

(1 + 1
ν )

ν
.
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΄Οµως γνωρίζουµε ότι
lim(1 +

1

ν
)ν = e

οπότε
lim

2

(1 + 1
ν )

ν
=

2

e
< 1,

συνεπώς η σειρά συγκλίνει.

Παράδειγµα 4.28. Για τη σειρά
∞∑
ν=1

(ν!)2

2ν2 ,

εφαρµόζοντας το κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert, έχουµε

lim
((ν + 1)!)22ν

2

2(ν+1)2(ν!)2
= lim

(ν!)2(ν + 1)22ν
2

2ν222ν+1(ν!)2
= lim

(ν + 1)2

2 · 4ν .

΄Οµως για τη σειρά
∞∑
ν=1

(ν + 1)2

2 · 4ν

παρατηρούµε ότι

lim
ν

√
(ν + 1)2

2 · 4ν = lim
1

4
ν

√
1

2
(ν + 1)2 =

1

4
< 1,

οπότε εφαρµόζοντας το κριτήριο ν-οστής ϱίζας του Cauchy έχουµε ότι
∞∑
ν=1

(ν + 1)2

2 · 4ν < +∞,

συνεπώς

lim
(ν + 1)2

2 · 4ν = 0,

δηλαδή
lim

aν+1

aν
= 0 < 1,

οπότε ∞∑
ν=1

(ν!)2

2ν2 < +∞.

Παράδειγµα 4.29. Προκειµένου να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά
∞∑
ν=2

1

ν(log ν)ρ
,

ϑεωρούµε τη συνάρτηση
f(x) =

1

x(log x)ρ
, x ≥ 2,

για την οποία έχουµε ότι f ′(x) < 0, συνεπώς η f είναι ϕθίνουσα άρα και η ακολουθία

aν =
1

ν(log ν)ρ
, ν ≥ 2,

είναι ϕθίνουσα. Επίσης είναι προφανές ότι aν > 0, ν ≥ 2. Εφαρµόζουµε το κριτήριο δυνάµεων του 2 και
έχουµε

∞∑
ν=2

2νa2ν =

∞∑
ν=2

2ν
1

2ν(log 2ν)ρ
=

∞∑
ν=2

1

(log 2)ρνρ
=

1

(log 2)ρ

∞∑
ν=2

1

νρ
.

Οπότε, αν ρ > 1, η
∞∑
ν=2

1

ν(log ν)ρ

συγκλίνει, ενώ αν ρ ≤ 1 τότε η σειρά απειρίζεται ϑετικά.
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Παράδειγµα 4.30. Για να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

∞∑
ν=2

e−(log ν)2 ,

ϑεωρούµε τη συνάρτηση
f(x) = e−(log x)2 , x ≥ 2,

για την οποία έχουµε ότι f ′(x) < 0, συνεπώς η f είναι ϕθίνουσα άρα και η ακολουθία

aν = e−(log ν)2 , ν ≥ 2,

είναι ϕθίνουσα. Επίσης είναι προφανές ότι aν > 0, ν ≥ 2. Εφαρµόζουµε το κριτήριο δυνάµεων του 2 και
έχουµε

∞∑
ν=2

2νe−(log 2ν)2 =

∞∑
ν=2

2νe−(log 2)2ν2

.

Θέτουµε
bν = 2νe−(log 2)2ν2

, ν ≥ 2,

και παρατηρούµε ότι
bν+1

bν
=

2ν2e(log 2)2

e(log 2)2(ν+1)22ν
=

2

e(log 2)2(2ν+1)
→ 0 < 1,

συνεπώς
∑∞

ν=2 bν < +∞, άρα και
∑∞

ν=2 aν < +∞.

Ορισµός 4.31. Μια σειρά
∑∞

ν=1 aν καλείται εναλλασσόµενη αν και µόνο αν aνaν+1 < 0, ∀ν ∈ N.

Παράδειγµα 4.32. Η σειρά

∞∑
ν=1

(−1)ν+1 1

ν
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .+

1

2ν − 1
− 1

2ν
+ . . .

είναι εναλλασσόµενη.

Θεώρηµα 4.33 (Κριτήριο του Leibnitz). Αν η (aν)ν∈N είναι ϕθίνουσα και µηδενική ακολουθία ϑετικών
πραγµατικών αριθµών, τότε η σειρά

∑∞
ν=1(−1)ν+1aν συγκλίνει.

Ορισµός 4.34. 1. Αν
∑∞

ν=1 |aν | < +∞, τότε λέµε ότι η σειρά
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει απόλυτα.

2. Αν
∑∞

ν=1 aν < +∞ αλλά η σειρά
∑∞

ν=1 |aν | δε συγκλίνει, τότε λέµε ότι η σειρά
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει
υπό συνθήκη.

Θεώρηµα 4.35. Η απόλυτη σύγκλιση µιας σειράς συνεπάγεται την απλή σύγκλιση, δηλαδή

∞∑
ν=1

|aν | < +∞ ⇒
∞∑
ν=1

aν < +∞.

Επίσης, ισχύει ότι ∣∣∣∣∣
∞∑
ν=1

aν

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
ν=1

|aν |.

Παράδειγµα 4.36. Η σειρά
∞∑
ν=1

(−1)ν+1 sin
1

ν

συγκλίνει υπό συνθήκη. Πράγµατι, έχουµε

∞∑
ν=1

∣∣∣∣(−1)ν+1 sin
1

ν

∣∣∣∣ =
∞∑
ν=1

∣∣∣∣sin
1

ν

∣∣∣∣ .

΄Οµως για τυχόν ν ∈ N ισχύει
0 <

1

ν
≤ 1 <

π

2
,
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δηλαδή 1
ν ∈ [0, π

2 ], ∀ν ∈ N, συνεπώς sin 1
ν ∈ [0, 1], ∀ν ∈ N. ΄Αρα

∞∑
ν=1

∣∣∣∣sin
1

ν

∣∣∣∣ =
∞∑
ν=1

sin
1

ν
.

Σε αυτό το σηµείο εφαρµόζουµε το οριακό κριτήριο σύγκρισης σειρών και έχουµε

lim
sin 1

ν
1
ν

= 1,

αφού
lim
x→0

sinx

x
= 1,

οπότε αφού
∑∞

ν=1
1
ν = +∞ ισχύει ότι

∑∞
ν=1 sin

1
ν = +∞. ΄Αρα η σειρά δε συγκλίνει απόλυτα.

Επιπλέον, όπως δείξαµε προηγούµενα, ισχύει ότι sin 1
ν ≥ 0, ∀ν ∈ N, ενώ προφανώς ισχύει ότι

lim sin
1

ν
= 0.

Επίσης, για τυχόν ν ∈ N έχουµε

0 <
1

ν + 1
<

1

ν
≤ 1 <

π

2
⇒ sin

1

ν + 1
< sin

1

ν
,

δηλαδή η ακολουθία sin 1
ν είναι ϕθίνουσα. Σύµφωνα, λοιπόν, µε το κριτήριο του Leibnitz, η σειρά

∞∑
ν=1

(−1)ν+1 sin
1

ν

συγκλίνει.
∆είξαµε λοιπόν ότι η σειρά συγκλίνει υπό συνθήκη. Σηµειώνουµε εδώ ότι για τη µονοτονία της ακολου-

ϑίας sin 1
ν , ν ∈ N, ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε την παράγωγο της συνάρτησης

f(x) = sin
1

x
, x ≥ 1,

η οποία είναι η

f ′(x) = −cos 1
x

x2
< 0, x ≥ 1.



Κεφάλαιο 5

ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Ορισµός 5.1. ΄Εστω ξ ∈ R.

1. Περιοχή του ξ ορίζεται να είναι το σύνολο

Nδ(ξ) = {x ∈ R : |x− ξ| < δ} = (ξ − δ, ξ + δ),

όπου δ ϑετικός πραγµατικός αριθµός.

ξ

( )
ξ + δξ - δ

2. ∆ακτυλική περιοχή του ξ ορίζεται να είναι το σύνολο

N?
δ (ξ) = {x ∈ R : 0 < |x− ξ| < δ} = (ξ − δ, ξ) ∪ (ξ, ξ + δ) = Nδ(ξ)\{ξ},

όπου δ ϑετικός πραγµατικός αριθµός.

ξ

( )
ξ + δξ - δ

3. Γενικευµένη ευθεία των πραγµατικών αριθµών ονοµάζεται το σύνολο

R̃ = {−∞} ∪R ∪ {+∞}.

4. ∆εξιά περιοχή του ξ ∈ R ονοµάζεται το σύνολο

Nδ+(ξ) = {x ∈ R : ξ ≤ x < ξ + δ} = [ξ, ξ + δ),

όπου δ ϑετικός πραγµατικός αριθµός.

5. ∆εξιά δακτυλική περιοχή του ξ ∈ R ονοµάζεται το σύνολο

N?
δ+(ξ) = {x ∈ R : ξ < x < ξ + δ} = (ξ, ξ + δ),

όπου δ ϑετικός πραγµατικός αριθµός.

43
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6. Αριστερή περιοχή του ξ ∈ R ονοµάζεται το σύνολο

Nδ−(ξ) = {x ∈ R : ξ − δ < x ≤ ξ} = (ξ − δ, ξ],

όπου δ ϑετικός πραγµατικός αριθµός.

7. Αριστερή δακτυλική περιοχή του ξ ∈ R ονοµάζεται το σύνολο

N?
δ−(ξ) = {x ∈ R : ξ − δ < x < ξ} = (ξ − δ, ξ),

όπου δ ϑετικός πραγµατικός αριθµός.

8. Περιοχή του +∞ ορίζεται να είναι το σύνολο

N(+∞) = {x ∈ R̃ : x > a} = {+∞} ∪ (a,+∞),

όπου a ∈ R.

9. Περιοχή του −∞ ορίζεται να είναι το σύνολο

N(−∞) = {x ∈ R̃ : x < a} = {−∞} ∪ (−∞, a),

όπου a ∈ R.

10. ∆ακτυλική περιοχή του +∞ ορίζεται να είναι το σύνολο

N?(+∞) = {x ∈ R : x > a} = (a,+∞),

όπου a ∈ R.

11. ∆ακτυλική περιοχή του −∞ ορίζεται να είναι το σύνολο

N?(−∞) = {x ∈ R : x < a} = (−∞, a),

όπου a ∈ R.

12. Πλευρικές περιοχές του ξ ∈ R ονοµάζονται από κοινού η δεξιά και η αριστερή περιοχή του ξ.

Παράδειγµα 5.2. 1. Το σύνολο (1, 3) είναι περιοχή του πραγµατικού αριθµού 2.

2. Το σύνολο (1, 2) ∪ (2, 3) είναι δακτυλική περιοχή του πραγµατικού αριθµού 2.

3. Το σύνολο [2, 3) είναι δεξιά περιοχή του πραγµατικού αριθµού 2.

4. Το σύνολο (2, 3) είναι δεξιά δακτυλική περιοχή του 2.

5. Το σύνολο (1, 2] είναι αριστερή περιοχή του 2.

6. Το σύνολο (1, 2) είναι αριστερή δακτυλική περιοχή του 2.

7. Το σύνολο (1,+∞) ∪ {+∞} είναι περιοχή του +∞.

8. Το σύνολο (1,+∞) είναι δακτυλική περιοχή του +∞.

9. Το σύνολο (−∞, 1) ∪ {−∞} είναι περιοχή του −∞.

10. Το σύνολο (−∞, 1) είναι δακτυλική περιοχή του −∞.

Ορισµός 5.3. 1. ΄Ενα ξ ∈ R καλείται σηµείο συσσωρεύσεως (σ.σ.) ενός συνόλου A ⊆ R, αν

N?
δ (ξ) ∩A 6= ∅, ∀δ > 0.

2. ΄Ενα ξ ∈ R καλείται σηµείο συσσωρεύσεως από αριστερά ενός συνόλου A ⊆ R, αν

N?
δ−(ξ) ∩A 6= ∅, ∀δ > 0.

3. ΄Ενα ξ ∈ R καλείται σηµείο συσσωρεύσεως από δεξιά ενός συνόλου A ⊆ R, αν

N?
δ+(ξ) ∩A 6= ∅, ∀δ > 0.
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4. ΄Ενα ξ ∈ R καλείται µεµονωµένο σηµείο ενός συνόλου A ⊆ R, αν (∃δ > 0) τέτοιο ώστε

Nδ(ξ) ∩A = {ξ}.

Σηµείωση 5.4. 1. Αν ξ ∈ R είναι σηµείο συσσωρεύσεως ενός συνόλου A ⊆ R, τότε το ξ µπορεί να
ανήκει ή να µην ανήκει στο A.

2. Αν ξ ∈ R είναι µεµονωµένο σηµείο ενός συνόλου A ⊆ R, τότε το ξ υποχρεωτικά ανήκει στο A.

Παράδειγµα 5.5. 1. Ο πραγµατικός αριθµός 1 είναι σηµείο συσσωρεύσεως του διαστήµατος (0, 2).

2. Ο πραγµατικός αριθµός 2 είναι σηµείο συσσωρεύσεως από αριστερά του διαστήµατος (0, 2).

3. Ο πραγµατικός αριθµός 0 είναι σηµείο συσσωρεύσεως από δεξιά του διαστήµατος (0, 2).

4. Ο πραγµατικός αριθµός 3 είναι µεµονωµένο σηµείο του συνόλου (0, 2) ∪ {3}.
Θεώρηµα 5.6. ΄Εστω ξ ∈ R και A ⊆ R. Το ξ είναι σηµείο συσσωρεύσεως του A αν και µόνο αν υπάρχει
ακολουθία (xν)ν∈N στοιχείων του A\{ξ} µε limxν = ξ.

Απόδειξη. Αν το ξ είναι σηµείο συσσώρευσης του A, τότε

N?
δ (ξ) ∩A 6= ∅, ∀δ > 0.

΄Ετσι για τυχόν ν ∈ N υπάρχει
xν ∈ N?

1
ν
(ξ) ∩A,

δηλαδή xν ∈ A και
xν ∈ (ξ − 1

ν
, ξ) ∪ (ξ, ξ +

1

ν
).

Συνεπώς, (∀ν ∈ N) (∃xν ∈ A) τέτοιο ώστε |xν−ξ| < 1
ν . Η ακολουθία (xν)ν∈N είναι η Ϲητούµενη ακολουθία,

αφού xν ∈ A, ∀ν ∈ N, και επιπλέον λόγω της σχέσης

|xν − ξ| < 1

ν
, ∀ν ∈ N

έχουµε limxν = ξ.
Αντίστροφα, αν limxν = ξ, τότε

(∀ε > 0) (∃ν0 ∈ N) (∀ν ∈ N) µε ν > ν0 ⇒ 0 < |xν − ξ| < ε

ή ισοδύναµα xν ∈ (ξ − ε, ξ + ε)\{ξ}. Επειδή το τελευταίο ισχύει για τυχόν ε > 0, έχουµε το Ϲητούµενο.

Ορισµός 5.7. ΄Ενα ξ ∈ R̃ καλείται σηµείο συσσωρεύσεως (σ.σ.) του πεδίου ορισµού D(f) µιας συνάρτησης
f , αν υπάρχει ακολουθία (xν)ν∈N στοιχείων του D(f)\{ξ} τέτοια ώστε limxν = ξ.

Ορισµός 5.8. Ας είναι f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το D(f) και (xν)ν∈N µια ακολουθία στοιχείων
του D(f). Τότε η ακολουθία (f(xν))ν∈N καλείται ακολουθία των τιµών της f , αντίστοιχη της (xν)ν∈N.

Θεώρηµα 5.9. ΄Εστω ξ σηµείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισµού D(f) µιας συνάρτησης f . Αν για κάθε
ακολουθία (xν)ν∈N µε xν ∈ D(f)\{ξ}, ∀ν ∈ N, και limxν = ξ, η αντίστοιχη ακολουθία (f(xν))ν∈N των
τιµών της f συγκλίνει, τότε ϑα συγκλίνει σε ένα και µοναδικό όριο.

Ορισµός 5.10 (Ακολουθιακός ορισµός σύγκλισης). ΄Εστω ξ ένα σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού
D(f) µιας συνάρτησης f . Λέµε ότι η f έχει όριο το l ∈ R̃, όταν το x τείνει στο ξ, και γράφουµε

lim
x→ξ

f(x) = l,

αν ισχύει ότι
[(∀(xν)ν∈N) µε xν ∈ D(f)\{ξ} και limxν = ξ] ⇒ lim f(xν) = l.

Σηµείωση 5.11. 1. ΄Οταν γράφουµε x → ξ ∈ R̃ εννοούµε ότι το x πλησιάζει οσοδήποτε κοντά στο ξ
χωρίς όµως ποτέ να γίνει ίσο µε ξ. Συνεπώς στον ορισµό του ορίου δε µας ενδιαφέρει η τιµή της f στο
ξ, αν αυτή υπάρχει, αλλά µόνο οι τιµές της f οσοδήποτε κοντά στο ξ. Αυτό σηµαίνει πρακτικά ότι το
όριο limx→ξ f(x) µπορεί να είναι ίσο ή και διάφορο του f(ξ), εφόσον υπάρχει το f(ξ).
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2. Το ξ πρέπει να είναι σ.σ. του D(f), συνεπώς η f πρέπει να ορίζεται τουλάχιστον σε ένα διάστηµα της
µορφής (a, ξ) ∪ (ξ, b) ⊆ D(f). Το ξ δε χρειάζεται να ανήκει στο D(f).

3. Αν το ξ είναι µεµονωµένο σηµείο του D(f), τότε δεν έχει νόηµα το limx→ξ f(x). Για το λόγο αυτό, στις
ακολουθίες εξετάζουµε το όριο µόνο όταν ν → +∞, αφού το µοναδικό σ.σ. του N είναι το +∞.

4. Από τον ορισµό προκύπτει άµεσα ότι, αν υπάρχουν δυο ακολουθίες (xν)ν∈N και (yν)ν∈N στοιχείων
του D(f)\{ξ} µε limxν = ξ = lim yν και τέτοιες ώστε lim f(xν) 6= lim f(yν), τότε το όριο limx→ξ f(x)
δεν υπάρχει.

Ορισµός 5.12. ΄Εστω ξ σ.σ. του πεδίου ορισµού D(f) µιας συνάρτησης f . Λέµε ότι η f έχει όριο το
l ∈ R̃, στο σηµείο ξ ∈ R, από αριστερά (αντίστοιχα από δεξιά) αν και µόνο αν, για κάθε ακολουθία (xν)ν∈N
στοιχείων του D(f)\{ξ} τέτοια ώστε xν < ξ, ∀ν ∈ N, (αντίστοιχα xν > ξ, ∀ν ∈ N) και limxν = ξ, η
αντίστοιχη ακολουθία των τιµών της συνάρτησης (f(xν))ν∈N, συγκλίνει στο l. Συµβολίζουµε limx→ξ− f(x)
(αντίστοιχα limx→ξ+ f(x)). Το από αριστερά και το από δεξιά όριο της f ονοµάζονται από κοινού πλευρικά
όρια της f .

Θεώρηµα 5.13. Αν ξ ∈ R είναι σ.σ. του πεδίου ορισµού D(f) µιας συνάρτησης f , τότε ισχύει η ισοδυναµία

lim
x→ξ

f(x) = l ⇔ lim
x→ξ−

f(x) = l = lim
x→ξ+

f(x).

Παράδειγµα 5.14. Ισχύει ότι
lim

x→−∞
x(x+

√
x2 + x+ 1) = +∞.

Πράγµατι, η διακρίνουσα του x2 + x + 1 ισούται µε −3 < 0, άρα x2 + x + 1 > 0, ∀x ∈ R, συνεπώς αν
συµβολίσουµε

f(x) = x(
√
x2 + x+ 1 + x), x ∈ R,

τότε το πεδίο ορισµού της f είναι ολόκληρο το R και προφανώς το −∞ είναι σ.σ. του R. Θεωρούµε τυχούσα
ακολουθία (xν)ν∈N στοιχείων του R, µε limxν = −∞. Μπορούµε µάλιστα, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,
να υποθέσουµε ότι όλοι οι όροι της (xν)ν∈N ανήκουν στο (−∞, 0). Τότε έχουµε

f(xν) = xν(
√
x2
ν + xν + 1 + xν) = xν

xν + 1√
x2
ν + xν + 1− xν

= xν
xν + 1√

x2
ν(1 +

1
xν

+ 1
x2
ν
)− xν

= xν
xν + 1

−xν

√
1 + 1

xν
+ 1

x2
ν
− xν

=
xν + 1

−
√
1 + 1

xν
+ 1

x2
ν
− 1

→ +∞.

Παράδειγµα 5.15. Το όριο limx→0
1
x δεν υπάρχει στο R. Πράγµατι, αν (xν)ν∈N είναι τυχούσα ακολουθία

στοιχείων του R\{0}, µε limxν = 0, τότε

lim f(xν) = lim
1

xν
.

Ειδικότερα, για την ακολουθία xν = 1
ν , ν ∈ N, έχουµε

lim f(xν) = lim
1
1
ν

= lim ν = +∞ /∈ R.

Παράδειγµα 5.16. Το όριο
lim
x→0

sin
1

x2

δεν υπάρχει στο R. Πράγµατι, για τις ακολουθίες

xν =
1√
2νπ

, ν ∈ N,

και
yν =

1√
2νπ + π

2

, ν ∈ N,

έχουµε limxν = 0 = lim yν και

lim sin
1(
1√
2νπ

)2 = lim(sin(2νπ)) = lim 0 = 0,
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ενώ
lim sin

1(
1√

2νπ+π
2

)2 = lim
(
sin

(
2νπ +

π

2

))
= lim1 = 1.

Βρήκαµε, λοιπόν, δύο ακολουθίες (xν)ν∈N και (yν)ν∈N, µε limxν = 0 = lim yν και lim f(xν) 6= lim f(yν).
΄Αρα το limx→0 f(x) δεν υπάρχει.

Ορισµός 5.17 (Ορισµός σύγκλισης κατά Cauchy ή ε − δ ορισµός σύγκλισης). ΄Εστω ξ ∈ R ένα σ.σ. του
πεδίου ορισµού D(f) µιας συνάρτησης f . Λέµε ότι η f έχει όριο το l ∈ R στο σηµείο ξ και γράφουµε

lim
x→ξ

f(x) = l,

αν ισχύει ότι
(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) µε 0 < |x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− l| < ε

l + ε

l - ε

l

ξ ξ + δξ - δ

f(x)

Παράδειγµα 5.18. Ισχύει ότι limx→3(x
2 + 2x) = 15. Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f) = R) µε 0 < |x− 3| < δ ⇒ |f(x)− l| < ε.

΄Οµως
|f(x)− l| < ε ⇔ |x2 + 2x− 15| < ε ⇔ |x− 3||x+ 5| < ε.

Εµφανίσαµε λοιπόν την παράσταση |x − 3|, για την οποία γνωρίζουµε ότι |x − 3| < δ. Πρέπει να ϐρούµε
και ένα άνω ϕράγµα για την παράσταση |x + 5|. Χωρίς να κάνουµε την τελική επιλογή του δ, υποθέτουµε
ότι δ ≤ 1, κάτι που δε δηµιουργεί πρόβληµα, αφού ενδιαφερόµαστε για ¨µικρά¨ δ. ΄Ετσι, έχουµε

|x− 3| < δ ≤ 1 ⇒ −1 ≤ x− 3 ≤ 1 ⇒ 2 ≤ x ≤ 4 ⇒ 7 ≤ x+ 5 ≤ 9 ⇒ |x+ 5| ≤ 9,

οπότε |x− 3||x+ 5| < 9δ. Επιλέγουµε λοιπόν το δ να είναι τέτοιο ώστε 9δ < ε, δηλαδή δ < ε
9 . Τότε

|x− 3||x+ 5| < 9δ < ε

και έχουµε το Ϲητούµενο. ΄Αρα τελικά
δ = min

{
1,

ε

9

}
.

Παράδειγµα 5.19. Ισχύει ότι
lim
x→1

1

x
= 1.

Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f) = R\{0}) µε 0 < |x− 1| < δ ⇒
∣∣∣∣
1

x
− 1

∣∣∣∣ < ε.

΄Οµως ∣∣∣∣
1

x
− 1

∣∣∣∣ < ε ⇔ |x− 1|
|x| < ε.

Εµφανίσαµε λοιπόν την παράσταση |x−1|, για την οποία γνωρίζουµε ότι |x−1| < δ. Υποθέτουµε ότι δ < 1
2 .

Τότε έχουµε
|x− 1| < 1

2
⇒ 2

3
<

1

x
< 2.
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Σηµειώνουµε εδώ ότι η υπόθεση δ < 1 δε µας δίνει κάποιο χρήσιµο αποτέλεσµα στο συγκεκριµένο όριο.
΄Ετσι, έχουµε

|x− 1|
|x| < 2δ.

΄Αρα το Ϲητούµενο δ είναι το

δ = min

{
1

2
,
ε

2

}
.

Παράδειγµα 5.20. Ισχύει ότι
lim

x→−1

x

3x+ 1
=

1

2
.

Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)

(
∀x ∈ D(f) = R\

{
−1

3

})
µε 0 < |x+ 1| < δ ⇒

∣∣∣∣
x

3x+ 1
− 1

2

∣∣∣∣ < ε.

΄Οµως ∣∣∣∣
x

3x+ 1
− 1

2

∣∣∣∣ < ε ⇔ |x+ 1|
2|3x+ 1| < ε.

Εµφανίσαµε λοιπόν την παράσταση |x + 1|, για την οποία γνωρίζουµε ότι |x + 1| < δ. Αν υποθέσουµε ότι
δ < 1 τότε καταλήγουµε στη σχέση −5 < 3x + 1 < 1, από την οποία παίρνουµε |3x + 1| < 5, το οποίο
όµως δε µας είναι χρήσιµο αφού χρειαζόµαστε κάτω ϕράγµα για την |3x+ 1| µιας και αυτή ϐρίσκεται στον
παρανοµαστή. Υποθέτουµε λοιπόν ότι δ < 1

4 . Τότε έχουµε

|x+ 1| < 1

4
⇒ −1

4
< x+ 1 <

1

4
⇒ −11

4
< 3x+ 1 < −5

4

⇒ 5

4
< |3x+ 1| < 11

4
⇒ 4

11
<

1

|3x+ 1| <
4

5
.

΄Ετσι έχουµε
|x+ 1|

2|3x+ 1| <
2

5
δ.

΄Αρα το Ϲητούµενο δ είναι το

δ = min

{
1

4
,
5ε

2

}
.

Παράδειγµα 5.21. Το όριο

lim
x→0

(
x+

|x|
x

)

δεν υπάρχει. Πράγµατι, αρχικά παρατηρούµε ότι

lim
x→0

(
x+

|x|
x

)
= lim f(x),

όπου
f(x) =

{
x+ 1, x > 0
x− 1, x < 0

.

Υποθέτουµε ότι υπάρχει l ∈ R µε limx→0 f(x) = l και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. ΄Εχουµε

lim
x→0

f(x) = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f) = R\{0}) µε 0 < |x− 0| = |x| < δ ⇒ |f(x)− l| < ε].

Θεωρούµε δυο πραγµατικούς αριθµούς x1, x2 ∈ R µε

−δ < x1 < 0 < x2 < δ

και για ε = 1 έχουµε, σύµφωνα µε το παραπάνω, ότι

|f(x1)− l| < 1 ⇒ |x1 − 1− l| < 1 ⇒ −1 < x1 − 1− l < 1 ⇒ 0 < x1 − l < 2

⇒ −x1 < −l < 2− x1 ⇒ x1 − 2 < l < x1 < 0.

Ανάλογα, από τη σχέση |f(x2)− l| < 1 προκύπτει ότι

0 < x2 < l < 2 + x2,

συνεπώς συνδυάζοντας αυτές τις δυο σχέσεις έχουµε 0 < l < 0, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα το όριο δεν
υπάρχει.
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Θεώρηµα 5.22. Ο ακολουθιακός ορισµός της σύγκλισης και ο ε− δ ορισµός της σύγκλισης είναι ισοδύναµοι.

Ορισµός 5.23. 1. ΄Εστω ξ ∈ R ένα σ.σ. του συνόλου D(f) ∩ (−∞, ξ). Λέµε ότι ο αριθµός l ∈ R είναι
όριο της f στο ξ από αριστερά, και συµβολίζουµε µε

lim
x→ξ−

f(x) = l

αν και µόνο αν ισχύει

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) µε ξ − δ < x < ξ ⇒ |f(x)− l| < ε.

2. ΄Εστω ξ ∈ R ένα σ.σ. του συνόλου D(f) ∩ (ξ,+∞). Λέµε ότι ο αριθµός l ∈ R είναι όριο της f στο ξ
από δεξιά, και συµβολίζουµε µε

lim
x→ξ+

f(x) = l

αν και µόνο αν ισχύει

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) µε ξ < x < ξ + δ ⇒ |f(x)− l| < ε.

Σηµείωση 5.24. Ισχύει ότι

lim
x→ξ

f(x) = l ⇔ lim
x→ξ−

f(x) = l = lim
x→ξ+

f(x).

Ορισµός 5.25. Αν ξ = ±∞ ή l = ±∞ τότε το limx→ξ f(x) = l ορίζεται ως ακολούθως

1. limx→ξ f(x) = +∞ ⇔ [(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) µε 0 < |x− ξ| < δ ⇒ f(x) > 1
ε ]

2. limx→ξ f(x) = −∞ ⇔ [(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) µε 0 < |x− ξ| < δ ⇒ f(x) < − 1
ε ]

3. limx→+∞ f(x) = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃r > 0)(∀x ∈ D(f)) µε x > r ⇒ |f(x)− l| < ε]

4. limx→+∞ f(x) = +∞ ⇔ [(∀ε > 0)(∃r > 0)(∀x ∈ D(f)) µε x > r ⇒ f(x) > 1
ε ]

5. limx→+∞ f(x) = −∞ ⇔ [(∀ε > 0)(∃r > 0)(∀x ∈ D(f)) µε x > r ⇒ f(x) < − 1
ε ]

6. limx→−∞ f(x) = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃r > 0)(∀x ∈ D(f)) µε x < −r ⇒ |f(x)− l| < ε]

7. limx→−∞ f(x) = +∞ ⇔ [(∀ε > 0)(∃r > 0)(∀x ∈ D(f)) µε x < −r ⇒ f(x) > 1
ε ]

8. limx→−∞ f(x) = −∞ ⇔ [(∀ε > 0)(∃r > 0)(∀x ∈ D(f)) µε x < −r ⇒ f(x) < − 1
ε ]

Παράδειγµα 5.26. Ισχύει ότι
lim

x→1+

x

x− 1
= +∞.

Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (1,+∞)) µε 1 < x < 1 + δ ⇒ x

x− 1
>

1

ε
.

Σε αυτό το σηµείο υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι 0 < ε < 1, δεδοµένου ότι ενδιαφερόµαστε
για τα ¨µικρά¨ ε. ΄Ετσι, η ποσότητα 1− ε είναι ϑετική και έχουµε

x

x− 1
>

1

ε
⇔ 1 +

1

x− 1
>

1

ε
⇔ 1

x− 1
>

1

ε
− 1 =

1− ε

ε
⇔ x < 1 +

ε

1− ε
.

΄Αρα αρκεί να επιλέξουµε
δ =

ε

1− ε
.

Παράδειγµα 5.27. Ισχύει ότι
lim
x→0

x+ 2√
x

= +∞.

Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f) = (0,+∞)) µε 0 < x < δ ⇒ x+ 2√
x

>
1

ε
.
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΄Οµως
x+ 2√

x
>

2√
x
, ∀x ∈ (0,+∞).

΄Αρα αρκεί να ισχύει ότι
2√
x
>

1

ε
,

δηλαδή x < 4ε2. Επιλέγουµε λοιπόν δ = 4ε2 και έχουµε το Ϲητούµενο. Σηµειώνουµε ότι η τεχνική που
εφαρµόσαµε σε αυτό το παράδειγµα και ειδικότερα το ϐήµα

x+ 2√
x

>
2√
x
, ∀x ∈ (0,+∞),

εφαρµόζεται µόνο για τις περιπτώσεις που το όριο είναι ίσο µε ±∞ και ποτέ για τις περιπτώσεις που έχουµε
l ∈ R.

Παράδειγµα 5.28. Ισχύει ότι

lim
x→+∞

√
x− 5√
x+ 3

= 1.

Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃r > 0)(∀x ∈ D(f) = (0,+∞)) µε x > r ⇒
∣∣∣∣
√
x− 5√
x+ 3

− 1

∣∣∣∣ < ε.

΄Οµως ∣∣∣∣
√
x− 5√
x+ 3

− 1

∣∣∣∣ < ε ⇔ 8√
x+ 3

< ε ⇔ √
x >

8

ε
− 3 ⇔ x >

(
8

ε
− 3

)2

.

Επιλέγουµε λοιπόν

r =

(
8

ε
− 3

)2

και έχουµε το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 5.29. Θα υπολογίσουµε το
lim

x→+∞
x

1
x .

∆εδοµένου ότι δεν έχουµε κάποια πληροφορία για την τιµή του ορίου, ϑεωρούµε την ακολουθία xν = ν,
ν ∈ N, για την οποία έχουµε

limx
1
xν
ν = lim ν

1
ν = lim ν

√
ν = 1.

΄Αρα αν το όριο της f(x) = x
1
x , x ∈ (0,+∞), υπάρχει, τότε αυτό ϑα είναι ίσο µε 1. Θα εξετάσουµε λοιπόν

αν ισχύει ότι
(∀ε > 0)(∃r > 0)(∀x ∈ D(f) = (0,+∞)) µε x > r ⇒

∣∣∣x 1
x − 1

∣∣∣ < ε.

Αφού x → +∞ µπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι x > 1. ΄Ετσι, για τυχόν x > 1
έχουµε ότι

[x] ≤ x < [x] + 1 ⇒ 1

[x] + 1
<

1

x
≤ 1

[x]
,

οπότε
[x]

1
[x]+1 < [x]

1
x ≤ x

1
x < ([x] + 1)

1
x ≤ ([x] + 1)

1
[x] ,

δηλαδή
[x]

1
[x]+1 < x

1
x < ([x] + 1)

1
[x] .

΄Οµως, η παράσταση
[x]

1
[x]+1

για x ∈ (0,+∞) ορίζει µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών, η οποία είναι υπακολουθία της ν+1
√
ν, ν ∈ N.

Οµοίως η παράσταση
([x] + 1)

1
[x]

για x ∈ (0,+∞) ορίζει µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών, η οποία είναι υπακολουθία της ν
√
ν + 1,

ν ∈ N. Γνωρίζουµε ότι lim ν+1
√
ν = 1 = lim ν

√
ν + 1, οπότε έχουµε

lim ν+1
√
ν = 1 ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν1 > 0)(∀ν ∈ N) µε ν > ν1 ⇒ | ν+1

√
ν − 1| < ε]
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και
lim ν

√
ν + 1 = 1 ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν2 > 0)(∀ν ∈ N) µε ν > ν2 ⇒ | ν

√
ν + 1− 1| < ε].

Θέτουµε ν0 = max{ν1, ν2} και r = ν0 + 1. Τότε για ν > r έχουµε

−ε < ν
1

ν+1 − 1 < ε

και
−ε < (ν + 1)

1
ν − 1 < ε,

συνεπώς για x > r ισχύει

−ε < [x]
1

[x]+1 − 1 < x
1
x − 1 < ([x] + 1)

1
[x] − 1 < ε,

οπότε
−ε < x

1
x − 1 < ε

ή ισοδύναµα
|x 1

x − 1| < ε.

Συνεπώς, για r = ν0 + 1, όπου το ν0 εξαρτάται από το ε, έχουµε το Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 5.30. ΄Εστω ξ ∈ R̃ ένα σ.σ. του D(f) µιας συνάρτησης f . Αν το limx→ξ f(x) υπάρχει στο R̃, τότε
αυτό είναι µοναδικό.

Θεώρηµα 5.31. ΄Εστω ότι ξ ∈ R̃, l ∈ R, και limx→ξ f(x) = l. Τότε, αν l 6= 0, υπάρχει δακτυλική περιοχή
του ξ στην οποία ισχύει ότι f(x) 6= 0 και συνεπώς έχει νόηµα η 1

f , ∀x ∈ D(f) ∩N?
δ (ξ).

f (ξ+δ)

l

ξ ξ + δξ - δ

f(x)

f (ξ-δ)

Παράδειγµα 5.32. Η συνάρτηση f : [−1, 1]\{0} → R µε τύπο

f(x) =
4

3
x

1
3 sin

1

x
− x− 2

3 cos
1

x

δεν είναι ϕραγµένη. Πράγµατι, ϑεωρούµε την ακολουθία

xν =
1

2νπ
, ν ∈ N,

για την οποία έχουµε
limxν = lim

1

2νπ
= 0

και

lim f(xν) = lim

(
4

3

(
1

2νπ

) 1
3

sin(2νπ)−
(

1

2νπ

)− 2
3

cos(2νπ)

)
= −∞.

΄Αρα η f δεν είναι ϕραγµένη.
Σηµειώνουµε εδώ ότι, σε ανάλογες περιπτώσεις, γενικά πρέπει να εξετάζουµε τα σηµεία στα οποία η f

δεν ορίζεται και τα άκρα του πεδίου ορισµού της.

Θεώρηµα 5.33. Αν ∆ είναι το κοινό πεδίο ορισµού των συναρτήσεων f, g και ξ ένα σ.σ. του ∆ και επιπλέον
τα limx→ξ f(x) και limx→ξ g(x) υπάρχουν, τότε

1. limx→ξ(f + g)(x) = limx→ξ f(x) + limx→ξ g(x)
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2. limx→ξ(fg)(x) = limx→ξ f(x) limx→ξ g(x)

3. limx→ξ |f(x)| = | limx→ξ f(x)|

4. limx→ξ
f(x)
g(x) =

limx→ξ f(x)
limx→ξ g(x) , αν limx→ξ g(x) 6= 0,

µε την προϋπόθεση ότι οι πράξεις που σηµειώνονται στα όρια είναι επιτρεπτές.

Θεώρηµα 5.34 (Ισοσυγκλίνουσες συναρτήσεις). Αν οι συναρτήσεις f1, f2, f3 είναι ορισµένες σε ένα σύνολο
∆, ξ είναι ένα σ.σ. του ∆,

f1(x) ≤ f2(x) ≤ f3(x), ∀x ∈ ∆,

και
lim
x→ξ

f1(x) = l = lim
x→ξ

f3(x),

τότε το limx→ξ f2(x) υπάρχει και µάλιστα limx→ξ f2(x) = l.

Θεώρηµα 5.35 (Μηδενική επί ϕραγµένη συνάρτηση). Αν οι συναρτήσεις f1, f2 είναι ορισµένες σε ένα σύνολο
∆, ξ είναι ένα σ.σ. του ∆, η f1 είναι ϕραγµένη σε µια περιοχή του ξ και limx→ξ f2(x) = 0, τότε ισχύει ότι

lim
x→ξ

(f1(x)f2(x)) = 0.

Σηµείωση 5.36. Στο Θεώρηµα 5.35 δεν απαιτείται η ύπαρξη του limx→ξ f1(x).

Θεώρηµα 5.37 (΄Οριο σύνθεσης συναρτήσεων). ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f και g έχουν πεδία ορισµού τα
D(f) και D(g) αντίστοιχα, R(f) ⊆ D(g), τα ξ και η είναι σ.σ. των D(f) και D(g) αντίστοιχα, f(x) 6= η για
κάποια περιοχή του ξ, limx→ξ f(x) = η και limy→η g(y) = l. Τότε ισχύει ότι

lim
x→ξ

(g ◦ f)(x) = lim
x→ξ

g(f(x)) = l.

Παράδειγµα 5.38. ΄Εστω f : (0,+∞) → R. Τότε ισχύει ότι

lim
x→+∞

f(x) = l ⇔ lim
x→0+

f

(
1

x

)
= l.

Πράγµατι, αν ϑέσουµε g(x) = f( 1x ) και ω(x) = 1
x , έχουµε limx→+∞ ω(x) = 0, limx→0+ ω(x) = +∞,

g(x) = (f ◦ ω)(x) και f(x) = (g ◦ ω)(x). ΄Ετσι, αρκεί να δείξουµε ότι

lim
x→+∞

f(x) = l ⇔ lim
x→0+

g(x) = l.

΄Εστω ότι limx→+∞ f(x) = l. Τότε

lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

(f ◦ ω)(x) = lim
x→0+

f(ω(x)) = lim
ω(x)→+∞

f(ω(x)) = lim
y→+∞

f(y) = l.

Αντίστροφα, έστω ότι limx→0+ g(x) = l. Τότε

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(g ◦ ω)(x) = lim
x→+∞

(g(ω(x))) = lim
ω(x)→0+

(g(ω(x))) = lim
y→0+

g(y) = l.

Θεώρηµα 5.39. ΄Εστω f : (a, b) → R µια αύξουσα συνάρτηση. Αν η f είναι άνω ϕραγµένη από έναν αριθµό
M , τότε υπάρχει το limx→b− f(x) και µάλιστα

lim
x→b−

f(x) ≤ M.

Αν η f δεν είναι άνω ϕραγµένη τότε limx→b− f(x) = +∞.

Θεώρηµα 5.40. ΄Εστω f : (a, b) → R µια αύξουσα συνάρτηση. Αν η f είναι κάτω ϕραγµένη από έναν αριθµό
m, τότε υπάρχει το limx→a+ f(x) και µάλιστα

lim
x→a+

f(x) ≥ m.

Αν η f δεν είναι κάτω ϕραγµένη τότε limx→a+ f(x) = −∞.

Σηµείωση 5.41. Για την περίπτωση που η συνάρτηση f : (a, b) → R είναι ϕθίνουσα, ισχύουν αντίστοιχα
των Θεωρηµάτων 5.39 και 5.40 αποτελέσµατα.
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Θεώρηµα 5.42. ΄Εστω f : (a, b) → R µια συνάρτηση.

1. Αν η f είναι αύξουσα, τότε
lim

x→b−
f(x) = sup

x∈(a,b)

f(x)

και
lim

x→a+
f(x) = inf

x∈(a,b)
f(x).

2. Αν η f είναι ϕθίνουσα, τότε
lim

x→b−
f(x) = inf

x∈(a,b)
f(x)

και
lim

x→a+
f(x) = sup

x∈(a,b)

f(x).

Θεώρηµα 5.43 (Κριτήριο του Cauchy). ΄Εστω ξ ∈ R ένα σ.σ. του πεδίου ορισµού µιας συνάρτησης f . Τότε
το όριο limx→ξ f(x) υπάρχει αν και µόνο αν

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x1, x2 ∈ D(f)) µε 0 < |x1 − ξ| < δ και 0 < |x2 − ξ| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε.

Σηµείωση 5.44. 1. Το κριτήριο του Cauchy µας δίνει έναν τρόπο να εξετάσουµε την ύπαρξη του ορίου
µιας συνάρτησης χωρίς να χρειάζεται να γνωρίζουµε την τιµή του ορίου.

2. Το κριτήριο του Cauchy συνήθως χρησιµοποιείται ως αρνητικό κριτήριο, δηλαδή το όριο limx→ξ f(x)
δεν υπάρχει αν και µόνο αν

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x1, x2 ∈ D(f)) µε 0 < |x1 − ξ| < δ και 0 < |x2 − ξ| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| ≥ ε.

Παράδειγµα 5.45. Ισχύει ότι

lim
x→0

sinx

x
= 1.

O P B Q

x

1

A

εφαπτόμενη  ευθεία

Γνωρίζουµε ότι το µήκος της AP είναι sinx και το µήκος της AQ είναι tanx. Υποθέτουµε επίσης ότι
0 < x < π

2 . Από το σχήµα είναι προφανές ότι το εµβαδό του τριγώνου OBA είναι µικρότερο του εµβαδού
του κυκλικού τοµέα OBA, το οποίο µε τη σειρά του είναι µικρότερο του εµβαδού του τριγώνου OQA,
δηλαδή

1

2
sinx <

1

2
x <

1

2
tanx.

΄Αρα µε δεδοµένο ότι 0 < x < π
2 , έχουµε

sinx < x < tanx ⇒ cosx

sinx
<

1

x
<

1

sinx
⇒ cosx <

sinx

x
< 1.
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΄Οµως
0 < x <

π

2
⇒ 0 <

x

2
<

π

4
<

π

2
⇒ 0 < sin

x

2
<

x

2
και

cosx = 1− 2 sin2
x

2
> 1− 2

x2

4
= 1− x2

2
.

΄Αρα ισχύει ότι

1− x2

2
< cosx <

sinx

x
< 1, για 0 < x <

π

2
.

Παρατηρούµε επίσης ότι cos(−x) = cosx και sin(−x) = − sinx, οπότε η προηγούµενη σχέση ισχύει και
για −π

2 < x < 0, δηλαδή έχουµε

1− x2

2
<

sinx

x
< 1, για 0 < |x| < π

2
.

΄Οµως

lim
x→0

(
1− x2

2

)
= 1 = lim

x→0
1,

οπότε από το Θεώρηµα Ισοσυγκλινουσών Συναρτήσεων έχουµε ότι

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Παράδειγµα 5.46. Ισχύει ότι
lim
x→b

ax = ab, a > 0, b ∈ R.

Αρχικά ϑα δείξουµε ότι limx→0 a
x = 1 ή ισοδύναµα ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) µε 0 < |x| < δ ⇒ |ax − 1| < ε.

Γνωρίζουµε ότι lim ν
√
a = 1, οπότε

(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N) µε ν > ν0 ⇒
∣∣∣a 1

ν − 1
∣∣∣ < ε.

Θέτουµε
δ =

1

ν0 + 1
,

συνεπώς ∣∣aδ − 1
∣∣ =

∣∣∣a 1
ν0+1 − 1

∣∣∣ < ε.

1. ΄Εστω ότι a > 1. Τότε

0 < x < δ ⇒ 1 < ax < aδ ⇒ 0 < ax − 1 < aδ − 1 < ε,

οπότε limx→0+ ax = 1. Επίσης
−δ < x < 0 ⇒ 0 < −x < δ

και
lim

x→0−
ax = lim

y→0+
a−y = lim

y→0+

1

ay
=

1

limy→0+ ay
= 1.

΄Αρα limx→0 a
x = 1.

2. ΄Εστω ότι a < 1. Τότε 1
a > 1 οπότε

lim
x→0

(
1

a

)x

= 1 ⇒ lim
x→0

ax = 1.

∆είξαµε λοιπόν ότι σε κάθε περίπτωση ισχύει ότι limx→0 a
x = 1. ΄Ετσι, ϑέτοντας x− ξ = ω, έχουµε

lim
x→ξ

ax = lim
ω→0

aξ+ω = lim
ω→0

aξaω = aξ lim
ω→0

aω = aξ.
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Παράδειγµα 5.47. Ισχύει ότι

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

Ας είναι (xν)ν∈N τυχούσα ακολουθία µε limxν = +∞. Αφού limxν = +∞, µπορούµε χωρίς ϐλάβη της
γενικότητας να υποθέσουµε ότι όλοι οι όροι της (xν)ν∈N είναι αυστηρά ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Με το
ίδιο σκεπτικό, αφού x → +∞ µπορούµε να υποθέσουµε ότι x > 1. Τότε, ϑεωρώντας γνωστό ότι

lim

(
1 +

1

ν

)ν

= e,

έχουµε

[xν ] ≤ xν < [xν ] + 1 ⇒ 1

[xν ] + 1
<

1

xν
≤ 1

[xν ]

⇒
(
1 +

1

[xν ] + 1

)[xν ]

<

(
1 +

1

xν

)xν

≤
(
1 +

1

[xν ]

)[xν ]+1

,

αλλά (
1 +

1

[xν ] + 1

)[xν ]

=

(
1 +

1

[xν ] + 1

)[xν ]+1 (
1 +

1

[xν ] + 1

)−1

→ e

και (
1 +

1

[xν ]

)[xν ]+1

=

(
1 +

1

[xν ]

)[xν ] (
1 +

1

[xν ]

)1

→ e,

οπότε από το Θεώρηµα Ισοσυγκλινουσών προκύπτει ότι

lim

(
1 +

1

xν

)xν

= e.

Επειδή η (xν)ν∈N είναι τυχούσα αυτό σηµαίνει ότι

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

Παράδειγµα 5.48. Ισχύει ότι

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

Πράγµατι, ϑέτουµε x = −(y + 1) και έχουµε

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
y→+∞

(
1− 1

y + 1

)−(y+1)

= lim
y→+∞

(
y + 1

y

)y+1

= lim
y→+∞

[(
1 +

1

y

)y (
1 +

1

y

)]

= e.

Παράδειγµα 5.49. Ισχύει ότι
lim

x→±∞

(
1 +

a

x

)x

= ea.

Πράγµατι, αν a = 0, τότε προφανώς ισχύει. Για a 6= 0, ϑέτοντας y = x
a , έχουµε

lim
x→±∞

(
1 +

a

x

)x

= lim
x→±∞

((
1 +

1
x
a

) x
a

)a

= lim
y→±∞

((
1 +

1

y

)y)a

= ea.

Παράδειγµα 5.50. Ισχύει ότι
lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

Πράγµατι, έστω x ∈ R. Τότε (∃ν ∈ N) τέτοιο ώστε x+ ν > 0, οπότε µε τη ϐοήθεια της ανισότητας Bernoulli,
για τυχόν x ∈ R, έχουµε

1 +
x

ν
> 0 ⇒

(
1 +

x

ν

)ν

≥ 1 + ν
x

ν
= 1 + x

⇒ ex = lim
(
1 +

x

ν

)ν

≥ lim(1 + x) = 1 + x

⇒ ex ≥ 1 + x.
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Περιοριζόµενοι στο διάστηµα (−1, 1) και ϑέτοντας στην προηγούµενη σχέση όπου x το −x, έχουµε

ex ≤ 1

1− x
, ∀x ∈ (−1, 1),

εποµένως
1 + x ≤ ex ≤ 1

1− x
, ∀x ∈ (−1, 1),

ή ισοδύναµα
x ≤ ex − 1 ≤ x

x− 1
, ∀x ∈ (−1, 1).

1. Αν x ∈ (0, 1) τότε
1 ≤ ex − 1

x
≤ 1

1− x
⇒ lim

x→0+

ex − 1

x
= 1.

2. Αν x ∈ (−1, 0) τότε
1

1− x
≤ ex − 1

x
≤ 1 ⇒ lim

x→0−
ex − 1

x
= 1.

΄Αρα ισχύει το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 5.51. Ισχύει ότι
lim
x→1

log x

x− 1
= 1.

Πράγµατι, αφού ενδιαφερόµαστε για το όριο όταν το x τείνει στο 1, µπορούµε να υποθέσουµε ότι x > 0.
Επίσης δείξαµε στο Παράδειγµα 5.50 ότι ισχύει

ex ≥ 1 + x, ∀x ∈ R.

΄Αρα έχουµε
x = elog x ≥ 1 + log x

και έτσι
log x ≤ x− 1,

οπότε ϑέτοντας όπου x το 1
x παίρνουµε

log
1

x
≤ 1

x
− 1

ή ισοδύναµα
log x ≥ 1− 1

x
,

άρα τελικά έχουµε
1− 1

x
≤ log x ≤ x− 1, ∀x > 0.

1. Αν x > 1 τότε
1

x
≤ log x

x− 1
≤ 1 ⇒ lim

x→1+

log x

x− 1
= 1.

2. Αν x < 1 τότε
1

x
≥ log x

x− 1
≥ 1 ⇒ lim

x→1−
log x

x− 1
= 1.

΄Αρα ισχύει το Ϲητούµενο.



Κεφάλαιο 6

ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Ορισµός 6.1 (ε − δ ορισµός της συνέχειας). Μια συνάρτηση f καλείται συνεχής στο σηµείο ξ ∈ D(f), αν
και µόνο αν

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) µε |x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| < ε.

Ορισµός 6.2. 1. Μια συνάρτηση f καλείται συνεχής στο D(f), αν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του
πεδίου ορισµού της.

2. Μια συνάρτηση f καλείται συνεχής σε ένα σύνολο A ⊆ D(f), αν ο περιορισµός της στο A είναι
συνεχής σε κάθε σηµείο του A.

Σηµείωση 6.3. 1. Σε αντίθεση µε τον ορισµό του ορίου, στον ορισµό της συνέχειας υποθέτουµε ότι
ξ ∈ D(f) ενώ δεν υποθέτουµε ότι το ξ είναι σ.σ. του D(f).

2. Σε αντίθεση µε τον ορισµό του ορίου, στον ορισµό της συνέχειας δεν υποθέτουµε ότι 0 < |x−ξ| δηλαδή
ότι x 6= ξ. Αντίθετα, εδώ ο ορισµός ισχύει και για x = ξ.

3. Αν το ξ ∈ D(f) είναι µεµονωµένο σηµείο του D(f), τότε η f είναι συνεχής στο ξ.

4. Αν f : D(f) → R, όπου D(f) ⊆ R, και ξ ∈ D(f) είναι σ.σ. του D(f), τότε η f είναι συνεχής στο ξ αν
και µόνο αν

lim
x→ξ

f(x) = f(ξ) = f( lim
x→ξ

x).

Ορισµός 6.4 (Ακολουθιακός ορισµός της συνέχειας). ΄Εστω f : D(f) ⊆ R→ R και ξ ∈ D(f) σ.σ. του D(f).
Η f καλείται συνεχής στο ξ ∈ D(f) αν και µόνο αν

[(∀(xν)ν∈N) µε xν ∈ D(f), ∀ν ∈ N, και limxν = ξ] ⇒ lim f(xν) = f(ξ).

Θεώρηµα 6.5. Ο ε− δ ορισµός της συνέχειας και ο ακολουθιακός ορισµός της συνέχειας είναι ισοδύναµοι.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ισχύει ο ε − δ ορισµός και (xν)ν∈N είναι τυχούσα ακολουθία στοιχείων του D(f) µε
limxν = ξ. Τότε έχουµε

f συνεχής στο ξ ⇒ [(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) µε |x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| < ε].

Επίσης
limxν = ξ ⇒ [(∀ε? > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ |xν − ξ| < ε?].

Για ε? = δ έχουµε ότι
(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ |xν − ξ| < δ,

οπότε, αφού |xν − ξ| < δ, από τον ε− δ ορισµό της συνέχειας έχουµε |f(xν)− f(ξ)| < ε, συνεπώς δείξαµε
ότι

(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ |f(xν)− f(ξ)| < ε,

δηλαδή lim f(xν) = f(ξ).
Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει ο ακολουθιακός ορισµός της συνέχειας. Θα υποθέσουµε ότι ο ε− δ ορισµός

δεν ισχύει και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Αφού ο ε− δ ορισµός δεν ισχύει, έχουµε

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D(f)) µε |x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| > ε.

57



58 ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Εφαρµόζοντας το προηγούµενο για δ = 1
ν , όπου ν είναι τυχαίος ϕυσικός αριθµός, έχουµε

(∃ε > 0)(∃xν ∈ D(f)) µε |xν − ξ| < 1

ν
⇒ |f(xν)− f(ξ)| > ε,

οπότε limxν = ξ ενώ lim f(xν) 6= f(ξ), το οποίο είναι άτοπο αφού ισχύει ο ακολουθιακός ορισµός της
συνέχειας στο ξ ∈ D(f).

Παράδειγµα 6.6. Η συνάρτηση f(x) =
√
x, x ∈ [0,+∞), είναι συνεχής. Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι για

τυχαίο ξ ∈ [0,+∞) ισχύει ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ [0,+∞)) µε |x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| = |√x−
√
ξ| < ε.

1. Αν ξ > 0 τότε έχουµε

|f(x)− f(ξ)| = |√x−
√
ξ| = |x− ξ|√

x+
√
ξ
≤ |x− ξ|√

ξ
.

Επιλέγουµε δ = ε
√
ξ, οπότε |x− ξ| < δ = ε

√
ξ και έτσι

|f(x)− f(ξ)| ≤ |x− ξ|√
ξ

<
δ√
ξ
=

ε
√
ξ√
ξ

= ε.

2. Αν ξ = 0, τότε για δ = ε2 έχουµε |x− ξ| = |x| < δ = ε2, οπότε

|f(x)− f(ξ)| = |√x| = √
x <

√
ε2 = ε.

΄Αρα, σε κάθε περίπτωση έχουµε |f(x)− f(ξ)| < ε, οπότε η f είναι πράγµατι συνεχής.

Παράδειγµα 6.7. Η συνάρτηση

f(x) =

{
x, x ϱητός
0, x άρρητος

είναι συνεχής µόνο για x = 0. Πράγµατι, αρχικά ϑα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής στο µηδέν. Για το σκοπό
αυτό, ϑεωρούµε τυχούσα ακολουθία (xν)ν∈N στοιχείων του R, µε limxν = 0 και την αντίστοιχη ακολουθία
των τιµών της f , (f(xν))ν∈N. Ας είναι (xkν )ν∈N εκείνη η υπακολουθία της (xν)ν∈N που αποτελείται από
όλους τους ϱητούς όρους και (xλν )ν∈N εκείνη η υπακολουθία της (xν)ν∈N που αποτελείται από όλους τους
άρρητους όρους. Τότε f(xkν

) = xkν
και f(xλν

) = 0, οπότε

lim f(xkν ) = limxkν = 0

και
lim f(xλν ) = 0,

δηλαδή ισχύει ότι lim f(xν) = f(limxν), οπότε η f είναι συνεχής στο µηδέν.
Ας είναι τώρα ξ ∈ R µε ξ 6= 0. Τότε, για τυχούσα ακολουθία (xν)ν∈N στοιχείων του R µε limxν = ξ

έχουµε, όπως και προηγούµενα, τις υπακολουθίες (xkν )ν∈N των ϱητών όρων και (xλν )ν∈N των άρρητων
όρων και επιπλέον

lim f(xkν ) = limxkν = ξ

ενώ
lim f(xλν ) = 0.

΄Οµως ξ 6= 0, δηλαδή το lim f(xν) δεν υπάρχει, οπότε η f δεν είναι συνεχής για ξ 6= 0.

Θεώρηµα 6.8. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ξ ∈ D(f) και f(ξ) 6= 0, τότε υπάρχει περιοχή του ξ, η
Nδ(ξ) ∩ D(f), στην οποία f(x) 6= 0. Ειδικότερα, αν f(ξ) > 0 τότε

f(x) > 0, ∀x ∈ Nδ(ξ) ∩ D(f),

και αν f(ξ) < 0 τότε

f(x) < 0, ∀x ∈ Nδ(ξ) ∩ D(f).
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Απόδειξη. Αφού η f είναι συνεχής στο ξ, αν ϑέσουµε ε = 1
2 |f(ξ)|, ισχύει ότι

(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) µε |x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| < 1

2
|f(ξ)|

οπότε
f(ξ)− 1

2
|f(ξ)| < f(x) < f(ξ) +

1

2
|f(ξ)|.

΄Αρα αν f(ξ) > 0 τότε
1

2
f(ξ) < f(x) ⇒ f(x) > 0, ∀x ∈ D(f) µε |x− ξ| < δ,

ενώ αν f(ξ) < 0 τότε
f(x) <

1

2
f(ξ) ⇒ f(x) < 0, ∀x ∈ D(f) µε |x− ξ| < δ.

Θεώρηµα 6.9. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ξ ∈ D(f) και f(ξ) 6= η, για κάποιο η ∈ R, τότε υπάρχει
περιοχή του ξ, η Nδ(ξ) ∩ D(f), στην οποία ισχύει ότι f(x) 6= η. Ειδικότερα, αν f(ξ) > η, τότε

f(x) > η, ∀x ∈ Nδ(ξ) ∩ D(f),

και αν f(ξ) < η, τότε
f(x) < η, ∀x ∈ Nδ(ξ) ∩ D(f).

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 6.8 για τη συνάρτηση g(x) = f(x)− η.

Θεώρηµα 6.10. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχής στο σηµείο ξ του κοινού πεδίου ορισµού τους, τότε
οι συναρτήσεις

f + g, f · g, |f | και
f

g
, µε g(ξ) 6= 0

είναι επίσης συνεχείς στο ξ.

Σηµείωση 6.11. Τα αντίστροφα του Θεωρήµατος 6.10 γενικά δεν ισχύουν. Ισχύει όµως ότι αν η συνάρτηση
f είναι συνεχής και το άθροισµα f + g είναι συνεχής συνάρτηση, τότε και η g είναι συνεχής, αφού

g = (f + g)− f.

Θεώρηµα 6.12. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ξ ∈ D(f) και η συνάρτηση g, ορισµένη στο R(f), είναι
συνεχής στο f(ξ) ∈ R(f), τότε η συνάρτηση h = g ◦ f είναι συνεχής στο ξ.

Απόδειξη. Αφού η f είναι συνεχής στο ξ, έχουµε

(∀ε? > 0)(∃δ1 > 0)(∀x ∈ D(f)) µε |x− ξ| < δ1 ⇒ |f(x)− f(ξ)| < ε?.

Επίσης, αφού η g είναι συνεχής στο f(ξ), έχουµε

(∀ε > 0)(∃δ2 > 0)(∀f(x) ∈ R(f)) µε |f(x)− f(ξ)| < δ2 ⇒ |g(f(x))− g(f(ξ))| < ε.

Συνεπώς, για ε? = δ2, έχουµε

(∃δ1 > 0)(∀x ∈ D(f)) µε |x− ξ| < δ1 ⇒ |f(x)− f(ξ)| < δ2

και έτσι
|g(f(x))− g(f(ξ))| < ε.

Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση h = g ◦ f είναι συνεχής στο ξ.

Παράδειγµα 6.13. Η συνάρτηση
f(x) = log x, x > 0,

είναι συνεχής. Πράγµατι, ας είναι (xν)ν∈N µια τυχούσα ακολουθία στοιχείων του (0,+∞), µε limxν = ξ
όπου ξ τυχαίος πραγµατικός αριθµός. ∆είξαµε στο Παράδειγµα 5.51 ότι ισχύει

1− 1

x
≤ log x ≤ x− 1, ∀x > 0,
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οπότε έχουµε

1− ξ

xν
≤ log

(
xν

ξ

)
≤ xν

ξ
− 1.

΄Οµως limxν = ξ, οπότε
lim

xν

ξ
= 1

και
lim

ξ

xν
= 1.

΄Ετσι, από το Θεώρηµα Ισοσυγκλινουσών Ακολουθιών έχουµε ότι

lim log

(
xν

ξ

)
= 0 ⇔ lim(log xν − log ξ) = 0 ⇔ lim log xν = log ξ.

Ορισµός 6.14. 1. Αν η f δεν είναι συνεχής σε ένα σηµείο ξ ∈ D(f) τότε η f καλείται ασυνεχής στο ξ
και το ξ καλείται σηµείο ασυνέχειας της f . Ειδικότερα, η f είναι ασυνεχής στο ξ ∈ D(f) αν και µόνο
αν

(α΄) το ξ είναι σ.σ. του D(f) και το limx→ξ f(x) δεν υπάρχει.
(ϐ΄) το limx→ξ f(x) υπάρχει και είναι πεπερασµένος πραγµατικός αριθµός διαφορετικός του f(ξ).

2. Αν f : [a, b] → R και ξ ∈ [a, b], τότε το ξ καλείται σηµείο ασυνέχειας της f αν

(α΄) ξ ∈ (a, b) και η f δεν είναι συνεχής στο ξ.
(ϐ΄) ξ = a και η f δεν είναι συνεχής από δεξιά στο a.
(γ΄) ξ = b και η f δεν είναι συνεχής από αριστερά στο b.

3. Αν η f είναι ασυνεχής στο ξ ∈ D(f), αλλά τα όρια στο ξ από αριστερά και από δεξιά υπάρχουν, τότε
η ασυνέχεια καλείται απλή ασυνέχεια ή ασυνέχεια πρώτου είδους. Ειδικότερα, αν

lim
x→ξ−

f(x) = lim
x→ξ+

f(x) 6= f(ξ)

τότε η ασυνέχεια καλείται εξουδετερώσιµη, ενώ αν

lim
x→ξ−

f(x) 6= lim
x→ξ+

f(x)

τότε λέµε ότι η f παρουσιάζει στο ξ άλµα.

4. Αν η f είναι ασυνεχής στο ξ ∈ D(f), το ξ είναι σ.σ. του D(f) και τουλάχιστον ένα από τα limx→ξ− f(x)
και limx→ξ+ f(x) δεν υπάρχει, τότε η ασυνέχεια καλείται ουσιώδης ή ασυνέχεια δευτέρου είδους.

5. Μια συνάρτηση f καλείται ασυνεχής στο σύνολο A αν δεν είναι συνεχής σε ένα τουλάχιστον σηµείο
του A.

Σηµείωση 6.15. Σύµφωνα µε τον Ορισµό 6.14(1), µια συνάρτηση f : D(f) → R είναι ασυνεχής στο σηµείο
ξ ∈ D(f) αν και µόνο αν ισχύει ότι

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D(f)) µε |x− ξ| < δ και |f(x)− f(ξ)| > ε.

Παράδειγµα 6.16. 1. Η συνάρτηση

f(x) =

{
x2, x ∈ R\{0}
1, x = 0

παρουσιάζει στο σηµείο 0 ασυνέχεια πρώτου είδους και συγκεκριµένα εξουδετερώσιµη ασυνέχεια.

1
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2. Η συνάρτηση

f(x) =

{
x2, x ∈ (−∞, 0)
1, x ∈ [0,+∞)

παρουσιάζει στο σηµείο 0 ασυνέχεια πρώτου είδους και συγκεκριµένα άλµα.

1

3. Η συνάρτηση

f(x) =

{
x2, x ∈ (−∞, 0]
sin 1

x , x ∈ (0,+∞)

παρουσιάζει στο σηµείο 0 ασυνέχεια δευτέρου είδους.

Θεώρηµα 6.17. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b]. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα

1. η f είναι ϕραγµένη στο [a, b].

2. η f παίρνει µέγιστο και ελάχιστο στο [a, b].

3. η f έχει την ιδιότητα των ενδιαµέσων τιµών, δηλαδή αν c, d ∈ [a, b] µε f(c) 6= f(d), τότε για κάθε
η ∈ (min{f(c), f(d)},max{f(c), f(d)}) υπάρχει ξ ∈ (c, d) τέτοιο ώστε f(ξ) = η.

Σηµείωση 6.18. Ως πόρισµα του Θεωρήµατος 6.17 (3) λαµβάνουµε το γνωστό ως Θεώρηµα του Bolzano,
το οποίο διατυπώνεται ως εξής : Αν η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και f(a)f(b) < 0,
τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f(ξ) = 0.

Θεώρηµα 6.19. ΄Εστω I ένα διάστηµα και f : I → R συνεχής στο I. Τότε το σύνολο f(I) είναι διάστηµα.

Θεώρηµα 6.20 (Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer). ΄Εστω f : [a, b] → [a, b] µια συνεχής συνάρτηση.
Τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε f(ξ) = ξ.

Σηµείωση 6.21. Το σηµείο ξ του Θεωρήµατος 6.20 καλείται σταθερό σηµείο της συνάρτησης f .

Ορισµός 6.22. Μια συνάρτηση f καλείται οµοιόµορφα συνεχής αν και µόνο αν

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x, y ∈ D(f))|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.
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Σηµείωση 6.23. 1. Η ιδιότητα της συνέχειας αναφέρεται σε σηµείο ενώ η οµοιόµορφη συνέχεια αναφέ-
ϱεται σε διάστηµα.

2. Στον ορισµό της συνέχειας το δ εξαρτάται από το ξ, ενώ στον ορισµό της οµοιόµορφης συνέχειας αυτό
δεν συµβαίνει.

3. Η οµοιόµορφη συνέχεια συνεπάγεται τη συνέχεια, όπως προκύπτει εφαρµόζοντας τον Ορισµό 6.22 για
y = ξ.

4. Μια συνάρτηση είναι οµοιόµορφα συνεχής σε ένα σύνολο A αν είναι συνεχής σε κάθε ξ ∈ A και
επιπλέον το γενικά διαφορετικό δ που προκύπτει από τον ορισµό της συνέχειας για τα διάφορα ξ,
συµβαίνει να είναι το ίδιο για όλα τα ξ.

Θεώρηµα 6.24. Αν η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] τότε είναι και οµοιόµορφα συνεχής.

Θεώρηµα 6.25. Η f : I → R, όπου I διάστηµα, είναι οµοιόµορφα συνεχής στο I αν και µόνο αν

(για τυχούσες ακολουθίες (xν)ν∈N, (yν)ν∈N στοιχείων του I) µε lim(xν−yν) = 0 ⇒ lim(f(xν)−f(yν)) = 0.

Σηµείωση 6.26. Από το Θεώρηµα 6.25 προκύπτει το ακόλουθο κριτήριο µη οµοιόµορφης συνέχειας : Μία
συνάρτηση f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής σε ένα διάστηµα I αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός ε > 0 και
ακολουθίες (xν)ν∈N, (yν)ν∈N στοιχείων του I τέτοιες ώστε

lim(xν − yν) = 0

και
|f(xν)− f(yν)| ≥ ε, ∀ν ∈ N.

Παράδειγµα 6.27. 1. Η συνάρτηση f : [0, 1] → R µε τύπο f(x) = x2 είναι οµοιόµορφα συνεχής.
Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x, y ∈ [0, 1]) µε |x− y| < δ ⇒ |x2 − y2| < ε.

Ισχύει ότι
|x2 − y2| = |x− y||x+ y| ≤ |x− y|(1 + 1) = 2|x− y|

οπότε για δ = ε
2 έχουµε το Ϲητούµενο.

2. Η συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = x2 δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Πράγµατι, για τις
ακολουθίες xν = ν + 1

ν , ν ∈ N, και yν = ν, ν ∈ N, έχουµε

lim(xν − yν) = lim
1

ν
= 0

ενώ
|f(xν)− f(yν)| = 2 +

1

ν2
> 2, ∀ν ∈ N.

΄Αρα σύµφωνα µε τη Σηµείωση 6.26 η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

3. Η συνάρτηση f : (0, 1) → R µε τύπο f(x) = 1
x δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Πράγµατι, για τις

ακολουθίες xν = 1
ν , ν ∈ N, και yν = 1

ν+1 , ν ∈ N, έχουµε

lim(xν − yν) = lim
1

ν(ν + 1)
= 0

ενώ |f(xν) − f(yν)| = 1, ∀ν ∈ N. ΄Αρα σύµφωνα µε τη Σηµείωση 6.26 η f δεν είναι οµοιόµορφα
συνεχής.

Παράδειγµα 6.28. 1. Η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) =
1

1 + x2
, x ∈ R,

είναι οµοιόµορφα συνεχής. Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x, y ∈ R) µε |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.
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Για τυχόντα x, y ∈ R έχουµε

|f(x)− f(y)| = |x− y||x+ y|
(1 + x2)(1 + y2)

≤ |x− y| |x|+ |y|
(1 + x2)(1 + y2)

= |x− y|
[ |x|
(1 + x2)(1 + y2)

+
|y|

(1 + x2)(1 + y2)

]
.

΄Οµως

|x|
(1 + x2)(1 + y2)

≤ 1 ⇔ (1 + x2)(1 + y2) ≥ |x|

⇔ |x|2(1 + y2) + (1 + y2) ≥ |x|
⇔ (1 + y2)|x|2 − |x|+ (1 + y2) ≥ 0.

Για οποιοδήποτε σταθεροποιηµένο y ∈ R, το παραπάνω είναι ένα τριώνυµο ως προς |x|, µε διακρί-
νουσα −3(y4 + 2y2 + 3) < 0, οπότε είναι πάντα ϑετικό, δηλαδή η ανισότητα

|x|
(1 + x2)(1 + y2)

≤ 1

ισχύει για όλα τα x, y ∈ R. Οµοίως αποδεικνύεται ότι

|y|
(1 + x2)(1 + y2)

≤ 1, ∀x, y ∈ R.

΄Αρα τελικά έχουµε ότι |f(x)− f(y)| ≤ 2|x− y|, οπότε για δ = ε
2 έχουµε το Ϲητούµενο.

2. Η συνάρτηση f : [1,+∞) → R µε τύπο

f(x) =
√
x, x ∈ [1,+∞),

είναι οµοιόµορφα συνεχής. Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x, y ∈ [1,+∞)) µε |x− y| < δ ⇒ |√x−√
y| < ε.

΄Εχουµε

|√x−√
y| = |x− y|√

x+
√
y
≤ 1

2
|x− y|,

οπότε για δ = 2ε έχουµε το Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 6.29. ΄Εστω f : I → R, όπου I ⊆ R ένα διάστηµα, µια γνησίως µονότονη και συνεχής συνάρτηση.
Τότε η f έχει αντίστροφη, η οποία είναι γνησίως µονότονη και συνεχής στο f(I).

Παράδειγµα 6.30. Αν µια συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής και αµφιµονοσήµαντη τότε είναι γνησίως
µονότονη. Πράγµατι, ας είναι x1, x2 ∈ [a, b] µε a < x1 < x2 < b. Τότε έχουµε τις ακόλουθες δυνατές
περιπτώσεις :

1. f(a) < f(x1) < f(x2) < f(b). Σε αυτήν την περίπτωση η f είναι γνησίως αύξουσα.

2. f(a) > f(x1) > f(x2) > f(b). Σε αυτήν την περίπτωση η f είναι γνησίως ϕθίνουσα.

3. f(x1) < f(a) < f(b). Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα των Ενδιαµέσων Τιµών, έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈
(x1, b) τέτοιο ώστε f(ξ) = f(a), το οποίο είναι άτοπο, αφού η f είναι αµφιµονοσήµαντη. ΄Αρα αυτή η
περίπτωση δεν µπορεί να υφίσταται.

4. f(a) < f(b) < f(x1). Παρόµοια µε το παραπάνω αποδεικνύεται ότι αυτή η περίπτωση δεν µπορεί να
υφίσταται.

5. f(x2) < f(a) < f(b). Παρόµοια µε το παραπάνω αποδεικνύεται ότι αυτή η περίπτωση δεν µπορεί να
υφίσταται.

6. f(a) < f(b) < f(x2). Παρόµοια µε το παραπάνω αποδεικνύεται ότι αυτή η περίπτωση δεν µπορεί να
υφίσταται.





Κεφάλαιο 7

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Ορισµός 7.1. Ας είναι f : S → R, όπου S ⊆ R, µια συνάρτηση και a ∈ S ένα σηµείο συσσώρευσης του S.
Αν το όριο

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

υπάρχει, τότε η f καλείται παραγωγίσιµη στο σηµείο a και ο αριθµός

f ′(a) := lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

καλείται παράγωγος της f στο σηµείο a.

Θεώρηµα 7.2. Αν η παράγωγος µιας συνάρτησης υπάρχει, τότε αυτή είναι µοναδική.

Απόδειξη. Προφανής λόγω της µοναδικότητας του ορίου.

Ορισµός 7.3. Ας είναι f : S → R, όπου S ⊆ R, µια συνάρτηση και a ∈ S ένα σηµείο συσσώρευσης του S.

1. Αν το όριο limx→a−
f(x)−f(a)

x−a υπάρχει, τότε λέµε ότι η συνάρτηση f παραγωγίζεται στο a από αριστερά
και ο αριθµός

f ′
−(a) := lim

x→a−
f(x)− f(a)

x− a

καλείται παράγωγος της f στο a από αριστερά.

2. Αν το όριο limx→a+
f(x)−f(a)

x−a υπάρχει, τότε λέµε ότι η συνάρτηση f παραγωγίζεται στο a από δεξιά και
ο αριθµός

f ′
+(a) := lim

x→a+

f(x)− f(a)

x− a

καλείται παράγωγος της f στο a από δεξιά.

3. Αν η f είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο ενός συνόλου D ⊆ S, τότε η f καλείται παραγωγίσιµη στο
D και η συνάρτηση f ′ καλείται παράγωγος της f στο D.

4. Αν S = [a, b], όπου a, b ∈ R µε a < b, τότε η f καλείται παραγωγίσιµη αν και µόνο αν υπάρχουν τα
f ′
+(a), f ′

−(b) και f ′(x), για όλα τα x ∈ (a, b).

Σηµείωση 7.4. 1. Η συνάρτηση f : S ⊆ R → R παραγωγίζεται στο σηµείο συσσώρευσης a ∈ S αν και
µόνο αν οι πλευρικές παράγωγοι στο σηµείο a υπάρχουν και είναι ίσες.

2. Αντί του συµβολισµού f ′(x) χρησιµοποιούνται και οι ακόλουθοι

d

dx
f(x),

df(x)

dx
,

df

dx
.

Αυτοί είναι µόνο συµβολισµοί και όχι πηλίκα µε τη συνήθη έννοια.

3. Αν στον ορισµό της παραγώγου ϑέσουµε h = x− a, τότε προκύπτει ο παρακάτω ισοδύναµος ορισµός

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
.

65
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Ορισµός 7.5. Ας είναι f : S ⊆ R → R µια συνάρτηση και a ένα σηµείο συσσώρευσης του S. Η f είναι
παραγωγίσιµη στο a αν και µόνο αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός f ′(a) τέτοιος ώστε για τυχούσα ακολουθία
(xν)ν∈N στοιχείων του S µε limxν = a να ισχύει ότι

lim
f(xν)− f(a)

xν − a
= f ′(a).

Σηµείωση 7.6. 1. Οι Ορισµοί 7.1 και 7.5 είναι ισοδύναµοι.

2. Από τον Ορισµό 7.5 προκύπτει το ακόλουθο αρνητικό κριτήριο : Αν υπάρχουν δυο ακολουθίες (xν)ν∈N
και (yν)ν∈N στοιχείων του S\{a} µε limxν = a = lim yν και ταυτόχρονα

lim
f(xν)− f(a)

xν − a
6= lim

f(yν)− f(a)

yν − a
,

τότε η συνάρτηση f δεν παραγωγίζεται στο σηµείο a.

Θεώρηµα 7.7. Η συνάρτηση f : S → R είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο a ∈ S, όπου a τυχόν σηµείο
συσσώρευσης του S, αν και µόνο αν υπάρχουν f ′(a) ∈ R, δ > 0 και συνάρτηση λa : S\{a} → R µε
limx→a λa(x) = 0 τέτοια ώστε για τυχόν x ∈ S µε 0 < |x− a| < δ να ισχύει

f(x)− f(a) = f ′(a)(x− a) + λa(x)(x− a)

ή ισοδύναµα

λa(x) =
f(x)− f(a)

x− a
− f ′(a).

Θεώρηµα 7.8. Ας είναι a ένα σηµείο συσσώρευσης του S ⊆ R και f : S → R µια συνάρτηση. Αν η f είναι
παραγωγίσιµη στο a τότε είναι και συνεχής στο a.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 7.7 έχουµε

lim
x→a

[f(x)− f(a)] = f ′(a) lim
x→a

(x− a) + lim
x→a

λa(x) lim
x→a

(x− a) = 0,

οπότε
lim
x→a

f(x) = f(a),

δηλαδή η f είναι συνεχής στο a.

Σηµείωση 7.9. 1. Αν η f : S → R είναι συνεχής στο a ∈ S τότε δεν είναι υποχρεωτικά και παραγωγίσιµη
στο a. Πράγµατι, η f : [−1, 1] → R µε τύπο f(x) = |x| είναι συνεχής στο µηδέν αλλά δεν είναι
παραγωγίσιµη σε αυτό, αφού

f ′
−(0) = −1 6= +1 = f ′

+(0).

2. Από το Θεώρηµα 7.8 προκύπτει ότι αν η f δεν είναι συνεχής στο a τότε υποχρεωτικά δεν είναι παρα-
γωγίσιµη σε αυτό.

3. Αν η συνάρτηση f : S → R είναι παραγωγίσιµη στο S, τότε, ενώ η ίδια η f είναι υποχρεωτικά
συνεχής στο S, η παράγωγος συνάρτηση f ′ δεν είναι υποχρεωτικά συνεχής στο S. Για παράδειγµα, η
συνάρτηση

f(x) =

{
x2 sin 1

x , x 6= 0
0, x = 0

,

είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο R, ενώ η παράγωγος συνάρτηση δεν είναι συνεχής στο σηµείο
µηδέν.

4. Αν η f : S → R είναι συνεχής τότε γράφουµε f ∈ C(S) και αν είναι παραγωγίσιµη γράφουµε
f ∈ C1(S).

Παράδειγµα 7.10. ΄Εστω f : (a, b) → R παραγωγίσιµη στο ξ ∈ (a, b) και έστω ότι υπάρχουν ακολουθίες
(xν)ν∈N, (yν)ν∈N τέτοιες ώστε

a < xν < ξ < yν < b, ∀ν ∈ N,

και
limxν = ξ = lim yν .
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Τότε ισχύει ότι

f ′(ξ) = lim
f(yν)− f(xν)

yν − xν
.

Πράγµατι, αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο ξ έχουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a, b)) µε 0 < |x− ξ| < δ ⇒
∣∣∣∣
f(x)− f(ξ)

x− ξ
− f ′(ξ)

∣∣∣∣ < ε.

Επίσης, αφού limxν = ξ = lim yν , ισχύουν τα ακόλουθα

(∀ε∗ > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N) µε ν > ν0 ⇒ 0 < |xν − ξ| < ε∗

και
(∀ε∗ > 0)(∃ν1 ∈ N)(∀ν ∈ N) µε ν > ν1 ⇒ 0 < |yν − ξ| < ε∗.

Επιλέγοντας ε∗ = δ έχουµε τα επόµενα
∣∣∣∣
f(xν)− f(ξ)

xν − ξ
− f ′(ξ)

∣∣∣∣ < ε, ∀ν > ν0

και ∣∣∣∣
f(yν)− f(ξ)

yν − ξ
− f ′(ξ)

∣∣∣∣ < ε, ∀ν > ν1.

΄Ετσι, για τυχόν ν > max{ν0, ν1} ισχύει

|f(yν)− f(xν)− f ′(ξ)(yν − xν)| = |(f(yν)− f(ξ))− (f(xν)− f(ξ))− f ′(ξ)[(yν − ξ)− (xν − ξ)]|
≤ |(f(yν)− f(ξ))− f ′(ξ)(yν − ξ)|+ |(f(xν)− f(ξ))− f ′(ξ)(xν − ξ)|
≤ ε|yν − ξ|+ ε|xν − ξ|
= ε(yν − ξ) + ε(ξ − xν)

= ε(yν − xν)

= ε|yν − xν |.

΄Οµως lim(yν − xν) = 0 οπότε

lim
f(yν)− f(xν)

yν − xν
= f ′(ξ).

Θεώρηµα 7.11. Ας είναι I ⊆ R ένα διάστηµα, a ∈ I και συναρτήσεις f : I → R, g : I → R παραγωγίσιµες
στο a.

1. Αν k ∈ R, τότε η συνάρτηση kf είναι παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι

(kf)′(a) = kf ′(a).

2. Η συνάρτηση f + g είναι παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι

(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a).

3. Η συνάρτηση fg είναι παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

4. Αν g(a) 6= 0, τότε η συνάρτηση f
g είναι παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι

(
f

g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)
g2(a)

.

Θεώρηµα 7.12. ΄Εστω f : D(f) ⊆ R→ R, g : R(f) → R και a σηµείο συσσώρευσης του D(f). Υποθέτουµε
ότι το f(a) = b είναι σηµείο συσσώρευσης του R(f). Αν τα f ′(a) και g′(b) υπάρχουν, τότε η συνάρτηση
h = g ◦ f : D(f) → R είναι παραγωγίσιµη στο a και ισχύει ότι

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).
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Θεώρηµα 7.13. ΄Εστω I ⊆ R ένα διάστηµα και f : I → R µια γνησίως µονότονη και συνεχής συνάρτηση. Αν
η f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο a ∈ I και f ′(a) 6= 0, τότε η f−1 : f(I) → R υπάρχει, είναι παραγωγίσιµη
στο b = f(a) και ισχύει ότι

(f−1)′(b) =
1

f ′(a)
=

1

f ′(f−1(b))
.

Παράδειγµα 7.14. Για τη συνάρτηση f(x) = 4x + esin x, x ∈ R, ισχύει (f−1)′(1) = 1
5 . Πράγµατι,

παρατηρούµε ότι f(0) = 1, f ′(0) = 5 και

f ′(x) = 4 + esin x cosx.

Αφού η f ′(x) είναι συνεχής συνάρτηση και f ′(0) = 5 > 0, υπάρχει περιοχή Nδ(0) τέτοια ώστε f ′(x) > 0,
∀x ∈ Nδ(0). Αυτό σηµαίνει ότι η f είναι γνησίως µονότονη στο Nδ(0). Συνεπώς όλες οι υποθέσεις του
Θεωρήµατος 7.13 ικανοποιούνται και έτσι

(f−1)′(1) =
1

f ′(0)
=

1

5
.

Παράδειγµα 7.15. Ισχύουν τα ακόλουθα

1. (ex)′ = ex, x ∈ R.

2. (ax)′ = ax log a, x ∈ R, a > 0.

3. (log |x|)′ = 1
x , x ∈ R\{0}.

Πράγµατι, έχουµε

1. (ex)′ = limh→0
ex+h−ex

h = ex limh→0
eh−1
h = ex.

2. (ax)′ = (ex log a)′ = ex log a(x log a)′ = ax log a.

3. Αν x > 0 τότε

(log x)′ = lim
h→0

log(x+ h)− log x

h
= lim

h→0

log
(
1 + h

x

)

h

= lim
h→0

log

(
1 +

h

x

) 1
h

= lim
h→0

log

[(
1 +

1
x
h

) x
h

] 1
x

=
1

x
.

Αν x < 0 τότε

(log |x|)′ = (log(−x))′ =
1

(−x)
(−x)′ =

1

x
.

΄Αρα σε κάθε περίπτωση έχουµε

(log |x|)′ = 1

x
.

Σηµείωση 7.16. Ο παρακάτω πίνακας δίνει τις παραγώγους των στοιχειωδών συναρτήσεων.



ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 69

Συνάρτηση Παράγωγος Περιορισµοί Συνάρτηση Παράγωγος Περιορισµοί

c 0 Arctanx
1

1 + x2

ex ex Arccotx − 1

1 + x2

ax ax log a a > 0 sinhx coshx

log |x| 1

x
x 6= 0 coshx sinhx

log |f(x)| f ′(x)
f(x)

f(x) 6= 0 tanhx
1

cosh2 x

xa axa−1 x > 0 cothx − 1

sinh2 x
x 6= 0

sinx cosx Arcsinhx
1√

1 + x2

cosx − sinx Arc+coshx
1√

x2 − 1
x ∈ (1,+∞)

tanx
1

cos2 x
x 6= kπ +

π

2
, ∀k ∈ Z Arc−coshx − 1√

x2 − 1
x ∈ (1,∞)

cotx − 1

sin2 x
x 6= kπ, ∀k ∈ Z Arctanhx

1

1− x2
x ∈ (−1, 1)

Arcsinx
1√

1− x2
x ∈ (−1, 1) Arccothx

1

1− x2
x ∈ R\[−1, 1]

Arccosx − 1√
1− x2

x ∈ (−1, 1)

Παράδειγµα 7.17. Για τη συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) =

{
x
2 + x2 sin 1

x , x ∈ R\{0}
0, x = 0

έχουµε

lim
x→0

x
2 + x2 sin 1

x − 0

x− 0
= lim

x→0

(
1

2
+ x sin

1

x

)
=

1

2

και, για x 6= 0,
f ′(x) =

1

2
+ 2x sin

1

x
− cos

1

x
.

΄Αρα ισχύει ότι

f ′(x) =

{
1
2 + 2x sin 1

x − cos 1
x , x ∈ R\{0}

1
2 , x = 0

Παρατηρούµε ότι
cos

1

x
= cos

π

2
⇒ 1

x
= 2νπ +

π

2
⇒ x =

1

2νπ + π
2

και
cos

1

x
= cos 0 ⇒ 1

x
= 2νπ ⇒ x =

1

2νπ
.

Θεωρούµε τις ακολουθίες
xν =

1

2νπ + π
2

, ν ∈ N
και

yν =
1

2νπ
, ν ∈ N.

Για αυτές έχουµε

lim f ′(xν) = lim

(
1

2
+

1

νπ + π
4

)
=

1

2

και
lim f ′(yν) = lim

(
1

2
− 1

)
= −1

2
,
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συνεπώς το limx→0 f
′(x) δεν υπάρχει. Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση f ′(x) δεν είναι συνεχής στο µηδέν,

ενώ, όπως προκύπτει από τον τύπο της, είναι συνεχής στο R\{0}.
Επιπλέον, αν h > 0 είναι ένας δεδοµένος πραγµατικός αριθµός, η f ′ αλλάζει πρόσηµο εντός των δια-

στηµάτων (−h, 0) και (0, h). Πράγµατι, ϑεωρούµε ν0 ∈ N τέτοιο ώστε 1
ν0π

< h, και ϑεωρούµε τα σηµεία
x1 = 1

ν0π
και x2 = 1

(ν0+1)π . Προφανώς x1 ∈ (0, h) και x2 ∈ (0, h) και επιπλέον

f ′(x1) = f ′
(

1

ν0π

)
= (−1)ν0+1 +

1

2
,

f ′(x2) = f ′
(

1

(ν0 + 1)π

)
= (−1)ν0 +

1

2
.

΄Οµως
f ′(x1)f

′(x2) =
1

4
− 1 < 0

οπότε η f ′ αλλάζει πρόσηµο στο (x1, x2). Οµοίως δουλεύουµε για το διάστηµα (−h, 0).

Παράδειγµα 7.18. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) =

{
x2, x ≤ c
ax+ b, x > c

και αναζητούµε τα a, b ώστε να υπάρχει η f ′(c). Για τα πλευρικά όρια στο σηµείο c έχουµε

lim
x→c−

f(x)− f(c)

x− c
= lim

x→c−
x2 − c2

x− c
= lim

x→c−
(x+ c) = 2c

και

lim
x→c+

f(x)− f(c)

x− c
= lim

x→c+

ax+ b− c2

x− c

= lim
x→c+

a(x− c) + ac+ b− c2

x− c

= lim
x→c+

(
a(x− c)

x− c
+

ac+ b− c2

x− c

)

= a+ lim
x→c+

ac+ b− c2

x− c
.

Για να υπάρχει η f ′(c) πρέπει να υπάρχει το

lim
x→c+

f(x)− f(c)

x− c

άρα πρέπει να υπάρχει το

lim
x→c+

ac+ b− c2

x− c
.

Αν όµως ac+ b− c2 6= 0, τότε

lim
x→c+

ac+ b− c2

x− c
= ±∞

ανάλογα µε το πρόσηµο της ποσότητας ac+ b− c2, συνεπώς πρέπει υποχρεωτικά να ισχύει ac+ b− c2 = 0,
δηλαδή b = c2 − ac. Σε αυτήν την περίπτωση το όριο

lim
x→c+

f(x)− f(c)

x− c

υπάρχει και µάλιστα

lim
x→c+

f(x)− f(c)

x− c
= a.

΄Ετσι, για να υπάρχει το f ′(c) αρκεί να ισχύει ότι

lim
x→c−

f(x)− f(c)

x− c
= lim

x→c+

f(x)− f(c)

x− c

ή ισοδύναµα 2c = a. Τότε b = c2 − ac = c2 − 2c2 = −c2. ΄Αρα για a = 2c και b = −c2 η f ′(c) υπάρχει.



ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 71

Ορισµός 7.19. 1. ∆εύτερη παράγωγος της συνάρτησης f καλείται η παράγωγος της συνάρτησης f ′, αν
αυτή υπάρχει, και συµβολίζεται µε f ′′.

2. ν−οστή παράγωγος της συνάρτησης f ορίζεται να είναι η παράγωγος της (ν − 1)−τάξης παραγώγου
της f και συµβολίζεται µε f (ν)(x), ν ∈ N. Ισχύει, δηλαδή, ότι

f (ν)(x) = (f (ν−1))′(x).

Θεώρηµα 7.20. ΄Εστω f : [a, b] → R µια παραγωγίσιµη στο c ∈ (a, b) συνάρτηση.

1. Αν f ′(c) > 0, τότε υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε f(x) > f(c), ∀x ∈ (c, c+δ), και f(x) < f(c), ∀x ∈ (c−δ, c).

2. Αν f ′(c) < 0, τότε υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε f(x) < f(c), ∀x ∈ (c, c+δ), και f(x) > f(c), ∀x ∈ (c−δ, c).

Σηµείωση 7.21. Το αντίστροφο του Θεωρήµατος 7.20 γενικά δεν ισχύει. Πράγµατι, για τη συνάρτηση
f(x) = x3, x ∈ R, έχουµε f(x) < 0 = f(0), ∀x ∈ (−∞, 0), και f(x) > 0 = f(0), ∀x ∈ (0,+∞), αλλά
f ′(0) = 0. Ισχύει όµως ότι αν f(x) < f(c), ∀x < c, και f(x) > f(c), ∀x > c, τότε f ′(c) ≥ 0.

Θεώρηµα 7.22 (Θεώρηµα του Darboux). Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο κλειστό διάστηµα [a, b]
µε f ′(a) 6= f ′(b) και k είναι ένας πραγµατικός αριθµός µεταξύ των f ′(a) και f ′(b), τότε υπάρχει τουλάχιστον
ένα c ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f ′(c) = k.

Σηµείωση 7.23. Το Θεώρηµα 7.22 λέει ότι αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο ενός
κλειστού διαστήµατος, τότε η συνάρτηση f ′ έχει την ιδιότητα των ενδιαµέσων τιµών. Την ιδιότητα αυτή την
έχουν και οι συνεχείς σε κλειστό διάστηµα συναρτήσεις. Το αξιοσηµείωτο εδώ είναι ότι οι παράγωγοι, χωρίς
να χρειάζεται να είναι συνεχείς συναρτήσεις, έχουν αυτήν την ιδιότητα.

Θεώρηµα 7.24 (Θεώρηµα του Rolle). ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής στο κλειστό [a, b], παραγωγίσιµη στο
ανοικτό (a, b) και τέτοια ώστε f(a) = f(b). Τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0.

Σηµείωση 7.25. 1. Η γεωµετρική ερµηνεία του Θεωρήµατος 7.24 δίνεται στο επόµενο σχήµα.

a b

f (a) = f (b)

ξ 1 ξ 2

2. Για να ισχύει το Θεώρηµα 7.24, η συνάρτηση f δεν αρκεί να είναι συνεχής στο ανοικτό (a, b), αλλά
πρέπει να είναι συνεχής στο κλειστό [a, b]. Πράγµατι, η συνάρτηση f : [0, 1] → R µε τύπο

f(x) =

{
x, αν x ∈ (0, 1]
1, αν x = 0

είναι συνεχής στο (0, 1), παραγωγίσιµη στο (0, 1), µε f ′(x) = 1, ∀x ∈ (0, 1), και f(0) = 1 = f(1).
΄Οµως, όπως προαναφέρθηκε, ισχύει ότι f ′(x) = 1 6= 0, ∀x ∈ (0, 1). Ο λόγος για τον οποίο δεν ισχύει
το συµπέρασµα του Θεωρήµατος 7.24 είναι ότι η f δεν είναι συνεχής στο κλειστό [0, 1] αλλά µόνο στο
ανοικτό (0, 1).

Παράδειγµα 7.26. Η συνάρτηση f : [−2, 2] → R µε τύπο

f(x) =

{
x, αν − 2 ≤ x ≤ 0
x− x2 sin π

x , αν 0 < x ≤ 2

πληροί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος του Rolle. Πράγµατι, έχουµε

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x = 0 = lim
x→0+

(
x− x2 sin

π

x

)
= lim

x→0+
f(x),
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συνεπώς η f είναι συνεχής στο µηδέν. Επίσης, προφανώς είναι συνεχής στα διαστήµατα [−2, 0) και (0, 2],
άρα τελικά είναι συνεχής στο [−2, 2]. Ακόµη, έχουµε

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−
x− 0

x− 0
= 1

και
lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x− x2 sin π
x − 0

x− 0
= lim

x→0+

(
1− x sin

π

x

)
= 1,

άρα η f είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν. Επίσης, προφανώς είναι παραγωγίσιµη στα διαστήµατα (−2, 0) και
(0, 2), άρα τελικά είναι παραγωγίσιµη στο (−2, 2). Επιπλέον, είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι f(−2) =
−2 = f(2), άρα όλες οι υποθέσεις του Θεωρήµατος του Rolle ικανοποιούνται. ΄Ετσι, υπάρχει ξ ∈ (−2, 2)
τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0. ΄Οµως έχουµε

f ′(x) =
{

1, αν − 2 ≤ x ≤ 0
1− 2x sin π

x + π cos π
x , αν 0 < x < 2

οπότε το ξ υποχρεωτικά ανήκει στο διάστηµα (0, 2), δηλαδή

1− 2ξ sin
π

ξ
+ π cos

π

ξ
= 0.

Παράδειγµα 7.27. Αν η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b], παραγωγίσιµη στο (a, b) και η
f ′ έχει το πολύ µια ϱίζα στο (a, b), τότε η f έχει το πολύ δύο ϱίζες. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι η f έχει
τρεις ϱίζες, τις ρ1 < ρ2 < ρ3. Τότε εφαρµόζοντας του Θεώρηµα του Rolle στο διάστηµα [ρ1, ρ2] έχουµε ότι
υπάρχει ξ1 ∈ (ρ1, ρ2) τέτοιο ώστε f ′(ξ1) = 0. Οµοίως, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Rolle στο διάστηµα
[ρ2, ρ3] έχουµε ότι υπάρχει ξ2 ∈ (ρ2, ρ3) τέτοιο ώστε f ′(ξ2) = 0. Από τον ορισµό τους, τα ξ1 και ξ2 είναι
διαφορετικά, οπότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η f ′ έχει τουλάχιστον δυο ϱίζες, πράγµα άτοπο αφού
υποθέσαµε ότι έχει το πολύ µια ϱίζα.

Εφαρµόζοντας αυτό το συµπέρασµα για τη συνάρτηση f : [−π, π] → R µε τύπο

f(x) = x2 − x sinx− cosx, x ∈ [−π, π],

προκύπτει ότι η f έχει ακριβώς δυο ϱίζες. Πράγµατι, η f είναι συνεχής στο [−π, 0] και f(−π)f(0) =
−(π2+1) < 0, άρα από το Θεώρηµα του Bolzano προκύπτει ότι υπάρχει ξ1 ∈ (−π, 0) τέτοιο ώστε f(ξ1) = 0.
Οµοίως, η f είναι συνεχής στο [0, π] και f(0)f(π) = −(π2 − 1) < 0, άρα από το Θεώρηµα του Bolzano
προκύπτει ότι υπάρχει ξ2 ∈ (0, π) τέτοιο ώστε f(ξ2) = 0. ΄Αρα η f έχει τουλάχιστον δυο ϱίζες. ΄Οµως

f ′(x) = 0 ⇔ x(2− cosx) = 0 ⇔ x = 0 ή 2− cosx = 0.

Αφού 2 − cosx 6= 0, ∀x ∈ R, η f ′ µηδενίζεται αν και µόνο αν x = 0. Συνεπώς, η f ′ έχει το πολύ µια ϱίζα
στο (−π, π). Επίσης, προφανώς η f είναι συνεχής στο [−π, π] και παραγωγίσιµη στο (−π, π), άρα σύµφωνα
µε το παραπάνω συµπέρασµα η f έχει το πολύ δυο ϱίζες. ΄Εχουµε όµως δείξει ότι η f έχει τουλάχιστον δυο
ϱίζες, άρα τελικά έχει ακριβώς δυο ϱίζες.
Παράδειγµα 7.28. ΄Εστω g : [a, b] → R µια συνάρτηση δυο ϕορές παραγωγίσιµη µε g(a) = g(b) = 0 και
g′′(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b). Τότε η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης

f(t) = g(x)(t− a)(t− b)− g(t)(x− a)(x− b), a < x < b,

µηδενίζεται τουλάχιστον µια ϕορά στο (a, b) και επιπλέον g(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b). Πράγµατι, έχουµε

f(a) = f(x) = f(b) = 0,

συνεπώς εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Rolle στα διαστήµατα [a, x] και [x, b] έχουµε ότι υπάρχουν ξ1 ∈ (a, x)
και ξ2 ∈ (x, b) τέτοια ώστε f ′(ξ1) = 0 = f ′(ξ2). Επίσης, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Rolle για τη
συνάρτηση f ′ στο διάστηµα [ξ1, ξ2] έχουµε ότι υπάρχει ξ3 ∈ (ξ1, ξ2) τέτοιο ώστε f ′′(ξ3) = 0. Ακόµη έχουµε

f ′(t) = g(x)(2t− a− b)− g′(t)(x− a)(x− b)

και
f ′′(t) = 2g(x)− g′′(t)(x− a)(x− b),

οπότε
0 = f ′′(ξ3) = 2g(x)− g′′(ξ3)(x− a)(x− b)

και συνεπώς

g(x) =
g′′(ξ3)(x− a)(x− b)

2
.

΄Οµως για κάθε x ∈ (a, b) έχουµε x − a 6= 0 και x − b 6= 0, ενώ από την υπόθεση ισχύει ότι g′′(ξ3) 6= 0,
συνεπώς τελικά ισχύει ότι g(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b).
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Θεώρηµα 7.29 (Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange). ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και
παραγωγίσιµη στο (a, b). Τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(ξ).

Απόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : [a, b] → R µε τύπο

g(x) = f(x)− f(a)−
(
f(b)− f(a)

b− a

)
(x− a).

Παρατηρούµε ότι η g είναι συνεχής στο [a, b], παραγωγίσιµη στο (a, b) και

g(a) = 0 = g(b).

΄Αρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Rolle, υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε g′(ξ) = 0 ή ισοδύναµα

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).

Σηµείωση 7.30. 1. Γεωµετρικά το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange µας λέει ότι υπάρχει ένα σηµείο
ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε η εφαπτοµένη στο σηµείο (ξ, f(ξ)) να είναι παράλληλη προς τη χορδή που ενώνει
τα σηµεία (a, f(a)) και (b, f(b)).

a bξ

f (a)

f (b)

f (ξ)

2. Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange αποτελεί γενίκευση του Θεωρήµατος του Rolle για την περί-
πτωση f(a) 6= f(b) και είναι επίσης γνωστό ως Θεώρηµα των Πεπερασµένων Αυξήσεων.

Θεώρηµα 7.31. ΄Εστω f : [a, b] → R µια παραγωγίσιµη συνάρτηση. Τότε

1. η f είναι αύξουσα στο [a, b] αν και µόνο αν f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].

2. η f είναι ϕθίνουσα στο [a, b] αν και µόνο αν f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b].

3. αν f ′(x) > 0, ∀x ∈ [a, b], τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο [a, b].

4. αν f ′(x) < 0, ∀x ∈ [a, b], τότε η f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο [a, b].

Απόδειξη. Θα δούµε την απόδειξη για το (i), ενώ οι αποδείξεις των υπολοίπων γίνονται ανάλογα.
΄Εστω ότι f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], και x1, x2 τυχόντα στοιχεία του [a, b] µε x1 < x2. Τότε εφαρµόζοντας το

Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange στο διάστηµα [x1, x2] προκύπτει ότι υπάρχει ξ ∈ (x1, x2) τέτοιο ώστε

f(x2)− f(x1) = (x2 − x1)f
′(ξ).

΄Οµως x2 − x1 > 0 και f ′(ξ) ≥ 0, άρα f(x2) ≥ f(x1), δηλαδή η f είναι αύξουσα στο [x1, x2].
Αντίστροφα, έστω ότι η f είναι παραγωγίσιµη και αύξουσα στο [x1, x2]. Θεωρούµε επίσης ένα τυχαίο

c ∈ [a, b]. Τότε, αφού η f είναι αύξουσα, για τυχόν x ∈ [a, b], µε x 6= c, ισχύει ότι

f(x)− f(c)

x− c
> 0.

΄Ετσι
f ′(c) = lim

x→c

f(x)− f(c)

x− c
≥ 0,

δηλαδή f ′(c) ≥ 0. Αφού το c είναι τυχαίο, έχουµε τελικά ότι f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].
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Σηµείωση 7.32. 1. Το Θεώρηµα 7.31 εξακολουθεί να ισχύει αν στη ϑέση του διαστήµατος [a, b] ϐάλουµε
ένα οποιοδήποτε διάστηµα I.

2. Στο Θεώρηµα 7.31 τα αντίστροφα των (iii) και (iv) γενικά δεν ισχύουν. Πράγµατι, η συνάρτηση
f : R→ R µε τύπο f(x) = x3 είναι γνησίως αύξουσα αλλά f ′(0) = 0.

3. Αν για κάποιο c ∈ I ισχύει f ′(c) > 0 τότε η f δεν είναι αναγκαστικά αύξουσα σε µια περιοχή του c.
Πράγµατι, για τη συνάρτηση

f(x) =

{
x
2 + x2 sin 1

x , αν x 6= 0
0, αν x = 0

έχουµε f ′(0) = 1
2 > 0 αλλά η f δεν είναι αύξουσα σε καµία περιοχή του µηδενός. ΄Οµως, αν f ′(c) > 0

και η f ′ είναι συνεχής στο c, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε περιοχή του c.

Θεώρηµα 7.33 (Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Cauchy ή Γενικευµένο Θεώρηµα Μέσης Τιµής). ΄Εστω ότι f
και g είναι δυο συναρτήσεις, συνεχείς στο [a, b] και παραγωγίσιµες στο (a, b), µε g′(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b). Τότε
υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι g(a) 6= g(b). Πράγµατι, έστω ότι g(a) = g(b). Τότε, επειδή η g είναι
συνεχής στο [a, b] και παραγωγίσιµη στο (a, b), από το Θεώρηµα του Rolle έχουµε ότι υπάρχει ζ ∈ (a, b)
τέτοιο ώστε g′(ζ) = 0, πράγµα άτοπο λόγω της υπόθεσης g′(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b). ΄Αρα g(a) 6= g(b).
Μπορούµε, λοιπόν, να ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση h : [a, b] → R µε τύπο

h(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)).

Παρατηρούµε ότι η h είναι συνεχής στο [a, b], παραγωγίσιµη στο (a, b) και επιπλέον h(a) = 0 = h(b). ΄Αρα,
από το Θεώρηµα του Rolle, υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε h′(ξ) = 0. ΄Ετσι έχουµε

f ′(ξ)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(ξ) = 0

ή ισοδύναµα
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Σηµείωση 7.34. Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange αποτελεί ειδική περίπτωση, για g(x) = x, του
Θεωρήµατος Μέσης Τιµής του Cauchy.

Παράδειγµα 7.35. Η συνάρτηση f : [−1, b]\{0} → R, b ≥ 1, µε τύπο

f(x) =
1

|x|
δεν ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής του Lagrange. Πράγµατι, το ϑεώρηµα εφαρµό-
Ϲεται µόνο σε συναρτήσεις που είναι ορισµένες σε διάστηµα και όχι σε ένωση διαστηµάτων, όπως συµβαίνει
εδώ για την f . Παρόλα αυτά, η f ικανοποιεί το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος αν και µόνο αν b > 1 +

√
2.

Πράγµατι, η f ικανοποιεί το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος αν και µόνο αν υπάρχει ξ ∈ (−1, 0)∪ (0, b) τέτοιο
ώστε

f(b)− f(−1) = (b+ 1)f ′(ξ)

ή ισοδύναµα

f ′(ξ) =
1− b

b(b+ 1)
.

΄Οµως

f ′(x) =
{

1
x2 , αν x ∈ (−1, 0)
− 1

x2 , αν x ∈ (0, b),

οπότε
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1. αν ξ ∈ (−1, 0) τότε
1

ξ2
=

1− b

b(1 + b)

ή ισοδύναµα

ξ2 =
b(1 + b)

1− b
< 0

το οποίο είναι αδύνατο.

2. αν ξ ∈ (0, b) τότε

− 1

ξ2
=

1− b

b(1 + b)

ή ισοδύναµα

ξ =

√
b(1 + b)

b− 1
.

΄Οµως

0 < ξ < b ⇔ 0 <
b(1 + b)

b− 1
< b2

⇔ b2 − 2b− 1 > 0

⇔ b < 1−
√
2 ή b > 1 +

√
2.

Αλλά b ≥ 1 οπότε τελικά έχουµε b > 1 +
√
2.

Θεώρηµα 7.36. ΄Εστω f : (a, b) → R µια παραγωγίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε |f ′(x)| ≤ M , ∀x ∈ (a, b).
Τότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. Το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει.

Απόδειξη. Θεωρούµε τυχόντα x, y ∈ (a, b) και ε > 0. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange
στο διάστηµα [min{x, y},max{x, y}] έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (min{x, y},max{x, y}) τέτοιο ώστε

f(x)− f(y) = (x− y)f ′(ξ).

΄Οµως υποθέσαµε ότι |f ′(ξ)| ≤ M , ∀x ∈ (a, b), οπότε έχουµε

f(x)− f(y) = (x− y)f ′(ξ) ≤ M(x− y).

΄Ετσι ισχύει ότι

(∀ε > 0)
(
∃δ > 0,µε δ =

ε

M

)
(∀x, y ∈ (a, b)) µε |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ M |x− y| < Mδ = ε,

οπότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.
Για το αντίστροφο, ϑεωρούµε τη συνάρτηση f : [0,+∞) → R µε τύπο f(x) =

√
x, η οποία είναι

οµοιόµορφα συνεχής αλλά η

f ′(x) =
1

2
√
x
, x ∈ (0,+∞),

δεν είναι ϕραγµένη, αφού
lim

x→0+
f ′(x) = +∞.

Παράδειγµα 7.37. Ισχύει ότι

y − x

cos2 x
≤ tan y − tanx ≤ y − x

cos2 y
, 0 ≤ x, y <

π

2
.

Πράγµατι, για τυχόντα x, y ∈ [
0, π

2

)
και εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange για τη

συνάρτηση f(t) = tan t στο διάστηµα [x, y] έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (x, y) τέτοιο ώστε

tan y − tanx = (y − x)f ′(ξ) = (y − x)
1

cos2 ξ
.
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΄Οµως ισχύει ότι

x < ξ < y ⇒ cos2 y ≤ cos2 ξ ≤ cos2 x

⇒ 1

cos2 x
≤ 1

cos2 ξ
≤ 1

cos2 y

⇒ y − x

cos2 x
≤ y − x

cos2 ξ
≤ y − x

cos2 y
,

οπότε τελικά έχουµε το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 7.38. Η ακολουθία (aν)ν∈N µε a1 = 1 και

aν+1 = 1− e−aν , ν ∈ N,

συγκλίνει. Πράγµατι, έχουµε a1 = 1 > 0 και υποθέτοντας ότι aν > 0 προκύπτει ότι

−aν < 0 ⇒ e−aν < 1 ⇒ −e−aν > −1 ⇒ 1− e−aν > 1− 1 = 0 ⇒ aν+1 > 0,

οπότε ισχύει ότι aν > 0, ∀ν ∈ N. Επίσης έχουµε a1 = 1 ≤ 1 και υποθέτοντας ότι aν ≤ 1 προκύπτει ότι

−aν ≥ −1 ⇒ e−aν ≥ e−1 ⇒ −e−aν ≤ −e−1 ⇒ 1− e−aν ≤ 1− e−1 < 1 ⇒ aν+1 ≤ 1,

οπότε ισχύει ότι aν ≤ 1, ∀ν ∈ N. ΄Αρα τελικά έχουµε ότι 0 < aν ≤ 1, ∀ν ∈ N, δηλαδή η (aν)ν∈N είναι µια
ϕραγµένη ακολουθία.

Ακόµη, αν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση f : [0, 1] → R µε τύπο

f(x) = 1− e−x, ∀x ∈ [0, 1],

έχουµε aν+1 = f(aν), ∀ν ∈ N. Παρατηρούµε ότι

f ′(x) = e−x > 0, ∀x ∈ (0, 1),

οπότε έχουµε, µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής του Lagrange, ότι

aν+1 − aν = f(aν)− f(aν−1) = f ′(ξν)(aν − aν−1),

όπου ξν ∈ (min{aν , aν+1},max{aν , aν+1}), οπότε, αφού f ′(ξν) > 0, η ακολουθία (aν)ν∈N είναι µονότονη.
Επιπρόσθετα, από τη σχέση

a2 − a1 = −1

e
< 0,

προκύπτει ότι η (aν)ν∈N είναι ϕθίνουσα. Συνοψίζοντας, λοιπόν, έχουµε ότι η (aν)ν∈N είναι µια ϕθίνουσα
και ϕραγµένη ακολουθία, οπότε συγκλίνει.

Παράδειγµα 7.39. Η συνάρτηση g : (−1, 0) ∪ (0,+∞) → R µε τύπο

g(x) =
log(1 + x)

x
, ∀x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞),

είναι γνησίως ϕθίνουσα στα διαστήµατα (−1, 0) και (0 +∞). Πράγµατι, έχουµε

g′(x) =
x− (1 + x) log(1 + x)

x2(1 + x)
,

οπότε ϑέτοντας
h(x) = x− (1 + x) log(1 + x)

παρατηρούµε ότι το πρόσηµο των g′ και h είναι κοινό. Από την

h′(x) = − log(1 + x)

προκύπτει ότι

1. αν x ∈ (−1, 0) τότε
0 < 1 + x < 1 ⇒ log(1 + x) < 0 ⇒ h′(x) > 0

οπότε η h είναι γνησίως αύξουσα. ΄Ετσι έχουµε

x < 0 ⇒ h(x) < h(0) = 0

οπότε η g′ είναι αρνητική στο (−1, 0), συνεπώς η g είναι γνησίως ϕθίνουσα σε αυτό το διάστηµα.
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2. αν x ∈ (0,+∞) τότε
1 + x > 1 ⇒ log(1 + x) > 0 ⇒ h′(x) < 0

οπότε η h είναι γνησίως ϕθίνουσα. ΄Ετσι έχουµε

x > 0 ⇒ h(x) < h(0) = 0

οπότε η g′ είναι αρνητική στο (0,+∞), συνεπώς η g είναι γνησίως ϕθίνουσα σε αυτό το διάστηµα.

΄Αρα, συνοψίζοντας, έχουµε ότι η g είναι γνησίως ϕθίνουσα στα διαστήµατα (−1, 0) και (0 +∞).

Παράδειγµα 7.40. Ισχύει ότι

sinx > x− 1

6
x3, για κάθε 0 < x <

π

2
.

Πράγµατι, ϑεωρούµε τη συνάρτηση f : (0, π
2 ) → R µε τύπο

f(x) = sinx− x+
1

6
x3.

Τότε έχουµε
f ′(x) = cosx− 1 +

1

2
x2,

f ′′(x) = − sinx+ x,

και
f (3)(x) = − cosx+ 1.

Παρατηρούµε ότι f (3)(x) > 0, ∀x ∈ (
0, π

2

)
, οπότε η f ′′ είναι γνησίως αύξουσα και έτσι έχουµε

x > 0 ⇒ f ′′(x) > f ′′(0) = 0 ⇒ f ′′(x) > 0.

΄Αρα η f ′ είναι γνησίως αύξουσα οπότε έχουµε

x > 0 ⇒ f ′(x) > f ′(0) = 0.

Συνεπώς η f είναι γνησίως αύξουσα και έτσι

x > 0 ⇒ f(x) > f(0) = 0 ⇒ f(x) > 0,

δηλαδή ισχύει το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 7.41. Ισχύει ότι

x log x− a log a− (x− a)

(
1 + log

a+ x

2

)
< 0, για κάθε 0 < a < x.

Πράγµατι, για σταθερό a > 0 ϑεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) = x log x− a log a− (x− a)

(
1 + log

a+ x

2

)
, x ∈ (a,+∞).

Τότε έχουµε
f ′(x) = log x− log

a+ x

2
− x− a

x+ a
και

f ′′(x) =
a(a− x)

x(x+ a)2
.

Παρατηρούµε ότι για τυχόν x > a ισχύει ότι f ′′(x) < 0, οπότε η f ′ είναι γνησίως ϕθίνουσα. ΄Ετσι έχουµε

x > a ⇒ f ′(x) < f ′(a) = 0,

οπότε η f είναι επίσης γνησίως ϕθίνουσα και έτσι έχουµε ότι

x > a ⇒ f(x) < f(a) = 0,

δηλαδή ισχύει το Ϲητούµενο.
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Παράδειγµα 7.42. Αν η συνάρτηση f : (a, b) → R έχει ϕραγµένη παράγωγο στο (a, b) τότε είναι και η ίδια
ϕραγµένη στο (a, b). Πράγµατι, ας είναι x0 ένα τυχαία επιλεγµένο αλλά σταθερό σηµείο του (a, b) και x ένα
τυχαίο σηµείο του (a, b) µε x < x0. Θεωρούµε τον περιορισµό της συνάρτησης f στο διάστηµα [x, x0] για
τον οποίο, από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange, έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (x, x0) τέτοιο ώστε

f(x0)− f(x) = f ′(ξ)(x0 − x),

οπότε
|f(x0)− f(x)| < M(b− a).

΄Ετσι έχουµε

|f(x)| = |f(x)− f(x0) + f(x0)| ≤ |f(x)− f(x0)|+ |f(x0)| < M(b− a) + |f(x0)|.
Επειδή η ποσότητα M(b− a) + |f(x0)| είναι ανεξάρτητη του x, έχουµε ότι η f είναι ϕραγµένη.

Παράδειγµα 7.43. Αν για τη συνάρτηση f υπάρχει η f ′′ στο διάστηµα [a, b] και f(a) > 0, f(b) = f ′(b) = 0,
τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) > 0. Πράγµατι, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Μέσης
Τιµής του Lagrange για τη συνάρτηση f στο διάστηµα [a, b], έχουµε ότι υπάρχει ζ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

f ′(ζ) =
f(b)− f(a)

b− a
= − f(a)

b− a
< 0.

Εφαρµόζοντας ξανά το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange για τη συνάρτηση f ′ στο διάστηµα [ζ, b], έχουµε
ότι υπάρχει ξ ∈ (ζ, b) τέτοιο ώστε

f ′′(ξ) =
f ′(b)− f ′(ζ)

b− ζ
= −f ′(ζ)

b− ζ
> 0.

Παράδειγµα 7.44. Ισχύει ότι

(a+ b)r ≤ ar + br, 0 ≤ r ≤ 1, a, b ∈ (0,+∞).

Πράγµατι, παρατηρούµε ότι για r = 0 έχουµε

(a+ b)0 ≤ a0 + b0 ⇔ 1 ≤ 2,

που ισχύει, και για r = 1 έχουµε

(a+ b)1 ≤ a1 + b1 ⇔ a+ b ≤ a+ b,

που επίσης ισχύει. Επιπλέον, για τυχόν r ∈ (0, 1) έχουµε

(a+ b)r ≤ ar + br ⇔
(
1 +

b

a

)r

≤ 1 +

(
b

a

)r

.

Θέτοντας x = b
a η τελευταία σχέση παίρνει τη µορφή

(1 + x)r ≤ 1 + xr

ή ισοδύναµα
(1 + x)r − 1− xr ≤ 0.

Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [0,+∞) → R µε τύπο

f(x) = (1 + x)r − 1− xr,

για την οποία, από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange για το διάστηµα [0, y], y > 0, έχουµε ότι υπάρχει
ξ ∈ (0, y) τέτοιο ώστε

f ′(ξ) =
f(y)− f(0)

y − 0
=

f(y)

y
⇔ r(1 + ξ)r−1 − rξr−1 =

f(y)

y
.

΄Οµως ισχύει ότι

ξ + 1 > ξ ⇒ (1 + ξ)r−1 < ξr−1 ⇒ (1 + ξ)r−1 − ξr−1 < 0

⇒ r[(1 + ξ)r−1 − ξr−1] < 0 ⇒ r(1 + ξ)r−1 − rξr−1 < 0

⇒ f(y)

y
< 0 ⇒ f(y) < 0 ⇒ (1 + y)r − 1− yr < 0.

Επειδή το τελευταίο ισχύει για τυχόν y > 0, έχουµε τελικά το Ϲητούµενο.
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Παράδειγµα 7.45. Ισχύει ότι

y − x

1 + y2
< Arctany −Arctanx <

y − x

1 + x2
, x 6= y, 0 < x, y.

Πράγµατι, ϑεωρούµε τυχόντα x, y ∈ (0,+∞) και έστω ότι x < y. Επίσης, ϑεωρούµε τη συνάρτηση

f(t) = Arctant, t ∈ [x, y].

Τότε, από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (x, y) τέτοιο ώστε

f ′(ξ) =
f(y)− f(x)

y − x
⇔ y − x

1 + ξ2
= Arctany −Arctanx.

΄Οµως

x < ξ < y ⇒ 1 + x2 < 1 + ξ2 < 1 + y2 ⇒ 1

1 + y2
<

1

1 + ξ2
<

1

1 + x2

⇒ y − x

1 + y2
<

y − x

1 + ξ2
<

y − x

1 + x2
⇒ y − x

1 + y2
< Arctany −Arctanx <

y − x

1 + x2
.

Θεώρηµα 7.46. ΄Εστω ότι οι f και g είναι ορισµένες στο [a, b] µε f(a) = g(a) = 0 και g(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b).

Αν οι f, g είναι παραγωγίσιµες στο a και g′(a) 6= 0, τότε το όριο της f
g στο a υπάρχει και είναι ίσο µε f ′(a)

g′(a) ,
δηλαδή

lim
x→a+

f(x)

g(x)
=

f ′(a)
g′(a)

.

Απόδειξη. Από τη σχέση f(a) = g(a) = 0, για τυχόν x ∈ (a, b), έχουµε ότι

f(x)

g(x)
=

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f(x)−f(a)
x−a

g(x)−g(a)
x−a

,

οπότε, αφού οι f, g παραγωγίζονται στο a, έχουµε

lim
x→a+

f(x)

g(x)
=

limx→a+
f(x)−f(a)

x−a

limx→a+
g(x)−g(a)

x−a

=
f ′(a)
g′(a)

.

Θεώρηµα 7.47 (Κανόνας του De L’ Hôpital). ΄Εστω ότι οι f, g είναι συνεχείς στο [a, b], παραγωγίσιµες στο
(a, b), f(a) = g(a) = 0 και g′(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b). Αν

lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= l ∈ R ∪ {−∞,+∞},

τότε ισχύει ότι

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= l.

Απόδειξη. Αν l ∈ R τότε ισχύει ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a, a+ δ)) ⇒
∣∣∣∣
f ′(x)
g′(x)

− l

∣∣∣∣ < ε.

΄Οµως, για τυχόν x ∈ (a, a+ δ), από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Cauchy, υπάρχει ξ ∈ (a, x) τέτοιο ώστε

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

ή ισοδύναµα
f(x)

g(x)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

,

οπότε έχουµε ∣∣∣∣
f(x)

g(x)
− l

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
f ′(ξ)
g′(ξ)

− l

∣∣∣∣ < ε,
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αφού ξ ∈ (a, a+ δ). Επειδή η τελευταία σχέση ισχύει για τυχόν ε > 0, έχουµε το Ϲητούµενο.
Αν l = +∞ τότε ισχύει ότι

(∀r > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a, a+ δ)) ⇒ f ′(x)
g′(x)

> r.

΄Οµως, για τυχόν x ∈ (a, a+ δ), από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Cauchy, υπάρχει ξ ∈ (a, x) τέτοιο ώστε

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

⇔ f(x)

g(x)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

⇒ f(x)

g(x)
> r.

΄Αρα τελικά ισχύει το Ϲητούµενο.
Αν l = −∞ τότε εργαζόµενοι όπως στην περίπτωση l = +∞ καταλήγουµε στο Ϲητούµενο συµπέρασµα.

Σηµείωση 7.48. 1. ΄Εστω ότι limx→ξ f(x) = l1 και limx→ξ g(x) = l2. Αν l1 = 0 = l2 τότε το όριο
του πηλίκου f

g λέµε ότι είναι µια απροσδιόριστη µορφή και συµβολίζεται µε 0
0 . Αυτό είναι µόνο ένας

συµβολισµός για το συγκεκριµένο όριο και όχι πηλίκο µε τη συνήθη έννοια. ΄Αλλες απροσδιόριστες
µορφές είναι οι ∞

∞ , 0 · ∞, ∞−∞, 00, 1∞ και ∞0.

2. Στα Θεωρήµατα 7.46 και 7.47, η υπόθεση f(a) = g(a) = 0 µπορεί να αντικατασταθεί από την

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0.

Παράδειγµα 7.49. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f :
(−π

2 ,
π
2

) → R µε

f(x) =

{
x2 sin 1

x , x 6= 0
0, x = 0

και g :
(−π

2 ,
π
2

) → R µε g(x) = sinx. ΄Εχουµε

f(0) = 0 = g(0),

f ′(x) =
{

2x sin 1
x − cos 1

x , x 6= 0
0, x = 0

και
g′(x) = cosx.

Από το Θεώρηµα 7.46 έχουµε ότι

lim
x→0

f(x)

g(x)
=

f ′(0)
g′(0)

=
0

1
= 0.

Το Θεώρηµα 7.47 δεν µπορεί να εφαρµοστεί αφού το limx→0
f ′(x)
g′(x) δεν υπάρχει. Επιπλέον, έχουµε

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

(
x

sinx
x sin

1

x

)
= 0.

Σηµείωση 7.50. Από το Παράδειγµα 7.49 προκύπτει ότι το αντίστροφο του Θεωρήµατος 7.47 γενικά δεν
ισχύει. Μπορεί, δηλαδή, να υπάρχει το limx→a+

f(x)
g(x) χωρίς να υπάρχει το limx→a+

f ′(x)
g′(x) .

Παράδειγµα 7.51. Θεωρούµε τις συναρτήσεις

f(x) =

{
x2, x ∈ Q
0, x ∈ R\Q

και
g(x) = sinx, x ∈ R.

Ισχύει ότι
lim
x→0

f(x)

g(x)
= 0.

Πράγµατι, έχουµε

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)

x
=

{
limx→0

x2

x = limx→0 x = 0, αν x ∈ Q,
limx→0

0
x = 0, αν x ∈ R\Q.
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΄Αρα f ′(0) = 0. Επίσης g′(0) = 1, οπότε

lim
x→0

f(x)

g(x)
=

f ′(0)
g′(0)

=
0

1
= 0.

Παρατηρούµε ότι το Θεώρηµα 7.47 δε µπορεί να εφαρµοστεί γιατί η f ′ δεν υπάρχει για x 6= 0, αφού η f
δεν είναι συνεχής για τέτοια x. Πράγµατι, αν ξ 6= 0 και (xν)ν∈N, (yν)ν∈N είναι δυο ακολουθίες µε

limxν = ξ = lim yν

και όλοι οι όροι της (xν)ν∈N είναι ϱητοί, ενώ όλοι οι όροι της (yν)ν∈N είναι άρρητοι, τότε

lim f(xν) = limx2
ν = ξ2

και
lim f(yν) = lim 0 = 0.

Αφού ξ 6= 0, η f δεν είναι συνεχής στο ξ άρα ούτε παραγωγίσιµη σε αυτό.

Θεώρηµα 7.52. Αν f, g είναι δυο συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο διάστηµα (a, b) µε g′(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b),

lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= l ∈ R ∪ {−∞,+∞}

και limx→a+ g(x) = +∞, τότε

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= l.

Σηµείωση 7.53. Στο Θεώρηµα 7.52 δεν απαιτούµε να ισχύει ότι limx→a+ f(x) = +∞. Αν ισχύει αυτό,
τότε αναγόµαστε στην περίπτωση 0

0 , αφού

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

1
g(x)

1
f(x)

,

µε την προϋπόθεση ότι το πηλίκο έχει νόηµα.

Παράδειγµα 7.54. Η συνάρτηση

f(x) =

{
1

x(1+x) − log(1+x)
x2 , αν x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞),

k, αν x = 0,

για k = − 1
2 είναι οµοιόµορφα συνεχής στο

[− 1
2 , 2

]
. Πράγµατι, για να είναι οµοιόµορφα συνεχής στο

[− 1
2 , 2

]
,

η f αρκεί να είναι συνεχής, αφού το
[− 1

2 , 2
]
είναι κλειστό διάστηµα. Από τον τύπο της f διαπιστώνουµε ότι

αρκεί να δείξουµε ότι αυτή είναι συνεχής στο µηδέν. ΄Εχουµε

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
1

x(1 + x)
− log(1 + x)

x2

)
= lim

x→0

x− (1 + x) log(1 + x)

x2(1 + x)

= lim
x→0

1− log(1 + x)− 1

2x+ 3x2
= lim

x→0

− 1
1+x

2 + 6x

= −1

2
.

΄Αρα για k = − 1
2 έχουµε το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 7.55. Ισχύει ότι
lim

x→0+
(x2)x = 1.

Πράγµατι,

lim
x→0+

(x2)x = lim
x→0+

ex log(x2) = elimx→0+ x log(x2) = elimx→0+ 2x log |x|

= e
limx→0+

2 log |x|
1
x = e

limx→0+ 2
1
x
1
x2 = elimx→0+(−2x)

= e0 = 1.
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Θεώρηµα 7.56 (Τύπος του Taylor). ΄Εστω f : [a, b] → R µια συνάρτηση τέτοια ώστε η f (ν−1)(x) να είναι
συνεχής στο [a, b] και η f (ν)(x) να υπάρχει στο (a, b). Αν x0 ∈ [a, b] τότε για οποιοδήποτε x ∈ [a, b] υπάρχει
ένας αριθµός ξ µεταξύ των x και x0, τέτοιος ώστε

f(x) = f(x0) +
x− x0

1!
f ′(x0) + . . .+

(x− x0)
ν−1

(ν − 1)!
f (ν−1)(x0) +Rν(x),

όπου

Rν(x) =
(x− ξ)ν−ρ(x− x0)

ρ

ρ(ν − 1)!
f (ν)(ξ)

και ρ ϑετικός ακέραιος.

Σηµείωση 7.57. 1. Το Θεώρηµα του Taylor αποτελεί γενίκευση του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής σε πα-
ϱαγώγους ανώτερης τάξης και είναι επίσης γνωστό ως Γενικό Θεώρηµα Μέσης Τιµής.

2. Για δοθείσα συνάρτηση f , µε ϐάση το Θεώρηµα του Taylor, µπορεί να προσδιοριστεί πολυώνυµο
ν−οστού ϐαθµού

Pν(x) = A0 +A1(x− a) +A2(x− a)2 + . . .+Aν(x− a)ν

τέτοιο ώστε Pν(a) = f(a) και

P (k)(a) = f (k)(a), k = 1, 2, . . . , ν.

3. Το Rν(x) καλείται Υπόλοιπο κατά Schlömilch και Roche. Αν ρ = 1 τότε

Rν(x) =
(x− x0)(x− ξ)ν−1

(ν − 1)!
f (ν)(ξ)

και το Rν(x) καλείται Υπόλοιπο κατά Cauchy. Αν ρ = ν τότε

Rν(x) =
(x− x0)

ν

ν!
f (ν)(ξ)

και το Rν(x) καλείται Υπόλοιπο κατά Lagrange.

4. Για x0 = 0 έχουµε

f(x) = f(0) +
x

1!
f ′(0) + . . .+

xν−1

(ν − 1)!
f (ν−1)(0) +Rν(x),

το οποίο ονοµάζεται Τύπος του MacLaurin. Σε αυτήν την περίπτωση το Υπόλοιπο κατά Schlömilch
και Roche είναι

Rν(x) =
(x− ξ)ν−ρxρ

ρ(ν − 1)!
f (ν)(ξ),

το Υπόλοιπο κατά Cauchy είναι

Rν(x) =
x(x− ξ)ξ−1

(ν − 1)!
f (ν)(ξ)

και το Υπόλοιπο κατά Lagrange είναι

Rν(x) =
xν

ν!
f (ν)(ξ).

5. Χρησιµοποιώντας τον Τύπο του Taylor µπορούµε να προσεγγίσουµε µια κατάλληλη συνάρτηση α-
πό ένα πολυώνυµο, γνωρίζοντας επιπλέον και το σφάλµα που, υποχρεωτικά λόγω της προσέγγισης,
κάνουµε.

Σηµείωση 7.58. Από τον Τύπο του MacLaurin προκύπτουν τα ακόλουθα

1. Σειρά ηµιτόνου, για x ∈ R

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . . =

∞∑
ν=0

(−1)ν
x2ν−1

(2ν − 1)!
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2. Σειρά συνηµιτόνου, για x ∈ R

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . . =

∞∑
ν=0

(−1)ν
x2ν

(2ν)!

3. Εκθετική σειρά, για x ∈ R

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . . =

∞∑
ν=0

xν

ν!

4. Λογαριθµική σειρά, για −1 < x ≤ 1

log(1 + x) =
x

1
− x2

2
+

x3

3
− . . . =

∞∑
ν=0

(−1)ν+1x
ν

ν

5. ∆ιωνυµική σειρά, για −1 < x < 1

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 + . . . = 1 +

∞∑
ν=1

m(m− 1) . . . (m− ν + 1)

(ν − 1)!
xν

Θεώρηµα 7.59 (Θεώρηµα του Fermat). Αν η συνάρτηση f : D ⊆ R → R έχει τοπικό ακρότατο σε ένα
εσωτερικό σηµείο a του D και υπάρχει η f ′(a), τότε f ′(a) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι f ′(a) > 0. Τότε από το Θεώρηµα 7.20 προκύπτει ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε
f(x) > f(a), ∀x ∈ (a, a+ δ), και f(x) < f(a), ∀x ∈ (a− δ, a) οπότε η f δεν παρουσιάζει τοπικό ακρότατο
στο a, που είναι άτοπο. Οµοίως, αν f ′(a) < 0 τότε πάλι µε εφαρµογή του Θεωρήµατος 7.20 καταλήγουµε
σε άτοπο. ΄Αρα υποχρεωτικά ισχύει ότι f ′(a) = 0.

Σηµείωση 7.60. 1. Για µια συνάρτηση f µπορεί να υπάρχει σηµείο a του πεδίου ορισµού της τέτοιο
ώστε f ′(a) = 0, αλλά η f να µην παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο a. Για παράδειγµα, η f : R → R

µε τύπο f(x) = x3 είναι γνησίως αύξουσα στο R, συνεπώς δεν παρουσιάζει ακρότατο στο µηδέν, αλλά
f ′(0) = 0.

2. Μια συνάρτηση f µπορεί να παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε ένα σηµείο a χωρίς να υπάρχει η παρά-
γωγος της σε εκείνο το σηµείο. Για παράδειγµα, η f(x) = |x|, x ∈ R, παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο
σηµείο µηδέν, αλλά δεν είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν.

3. Αν µια συνάρτηση f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε ένα εσωτερικό σηµείο a του πεδίου ορισµού της,
τότε ή υπάρχει η παράγωγος στο a και είναι µηδέν ή δεν υπάρχει η παράγωγος στο a. Τα εσωτερικά
σηµεία του πεδίου ορισµού µιας συνάρτησης f στα οποία η παράγωγος υπάρχει και είναι ίση µε µηδέν
ή η παράγωγος δεν υπάρχει καλούνται κρίσιµα σηµεία της f .

Θεώρηµα 7.61 (Κριτήριο της πρώτης παραγώγου). ΄Εστω f : [a, b] → R µια συνεχής συνάρτηση και x0 ∈
(a, b). Υποθέτουµε επίσης ότι η f είναι παραγωγίσιµη στα διαστήµατα (a, x0) και (x0, b).

1. Αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (x0 − δ, x0) και f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (x0, x0 + δ), τότε η f
έχει τοπικό µέγιστο στο x0.

2. Αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (x0 − δ, x0) και f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (x0, x0 + δ), τότε η f
έχει τοπικό ελάχιστο στο x0.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το (1) ενώ το (2) αποδεικνύεται ανάλογα. Θεωρούµε τυχόν x ∈ (x0 − δ, x0).
Τότε, από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange, υπάρχει ξ ∈ (x, x0) τέτοιο ώστε

f(x0)− f(x) = (x0 − x)f ′(ξ).

΄Οµως f ′(ξ) ≥ 0 και x0 − x > 0, οπότε f(x0) ≥ f(x), ∀x ∈ (x0 − δ, x0). Παρόµοια αποδεικνύεται ότι
f(x) ≤ f(x0), ∀x ∈ (x0, x0 + δ). ΄Αρα τελικά έχουµε f(x) ≤ f(x0), ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), οπότε η f έχει
τοπικό µέγιστο στο x0.
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Παράδειγµα 7.62. Η συνάρτηση f : [−2, 2] → R µε τύπο f(x) = |x2 − 1| έχει τοπικό µέγιστο στο σηµείο
µηδέν και τοπικά ελάχιστα στα σηµεία −1 και 1. Πράγµατι, έχουµε

f(x) =

{
x2 − 1, αν x ∈ [−2,−1] ∪ [1, 2],

1− x2, αν x ∈ (−1, 1),

και

f ′(x) =

{
2x, αν x ∈ [−2,−1) ∪ (1, 2],

−2x, αν x ∈ (−1, 1),

ενώ για το σηµείο 1 ισχύει ότι

f ′
−(1) = lim

x→1−
f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1−
−x2 − 1

x− 1
= −2

και
f ′
+(1) = lim

x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

x2 − 1

x− 1
= 2

συνεπώς η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 1. Παρόµοια αποδεικνύεται ότι η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο
−1. Επιπλέον, έχουµε ότι

f ′(x) = 0 ⇔ x = 0,

οπότε τα κρίσιµα σηµεία της f είναι τα−1, 0, 1. Από τον τύπο της f ′ προκύπτει ότι f ′(x) < 0, ∀x ∈ (−2,−1),
f ′(x) > 0, ∀x ∈ (−1, 0), f ′(x) < 0, ∀x ∈ (0, 1), και f ′(x) > 0, ∀x ∈ (1, 2). ΄Ετσι, η f παρουσιάζει τοπικό
µέγιστο στο µηδέν το f(0) = 1, τοπικό ελάχιστο στο −1 το f(−1) = 0 και τοπικό ελάχιστο στο 1 το f(1) = 0.

- 2 - 1 0 1 2

– + – +

τοπικό

ελάχιστο

τοπικό

ελάχιστο

τοπικό

μέγιστο

f (-1) = 0 f (0) = 1 f (1) = 0

Θεώρηµα 7.63 (Κριτήριο της δεύτερης παραγώγου). ΄Εστω f : I → R, όπου I ένα διάστηµα, και x0

εσωτερικό σηµείο του I. Υποθέτουµε ότι η f ′′ υπάρχει και είναι συνεχής σε µία περιοχή του x0 και επιπλέον
ότι f ′(x0) = 0 και f ′′(x0) 6= 0.

1. Αν f ′′(x0) > 0, τότε η f έχει τοπικό ελάχιστο στο x0.

2. Αν f ′′(x0) < 0, τότε η f έχει τοπικό µέγιστο στο x0.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το (1) ενώ η απόδειξη του (2) γίνεται ανάλογα. ΄Εχουµε

f ′′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
= lim

x→x0

f ′(x)
x− x0

,

αφού f ′(x0) = 0. Επειδή f ′′(x0) > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

f ′(x)
x− x0

> 0, ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ),

οπότε f ′(x) < 0, ∀x ∈ (x0 − δ, x0), και f ′(x) > 0, ∀x ∈ (x0, x0 + δ). Σε αυτό το σηµείο εφαρµόζουµε το
κριτήριο της πρώτης παραγώγου και έχουµε το Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 7.64 (Κριτήριο της ν−οστής παραγώγου). ΄Εστω f : I → R, όπου I ένα διάστηµα και x0 ένα
εσωτερικό σηµείο του I. Υποθέτουµε ότι υπάρχει η f (ν), ν ≥ 2, και είναι συνεχής σε µια περιοχή του x0.
Επιπλέον, υποθέτουµε ότι

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (ν−1)(x0) = 0

και f (ν)(x0) 6= 0.
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1. Αν ν άρτιος και f (ν)(x0) > 0, τότε η f έχει τοπικό ελάχιστο στο x0.

2. Αν ν άρτιος και f (ν)(x0) < 0, τότε η f έχει τοπικό µέγιστο στο x0.

3. Αν ν περιττός τότε η f δεν έχει ακρότατο στο x0.

Παράδειγµα 7.65. Για τη συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) = cosx− 1 +
1

2
x2

έχουµε
f ′(x) = − sinx+ x,

f ′′(x) = − cosx+ 1,

f ′′′(x) = sinx,

f (4)(x) = cosx,

οπότε
f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = 0

και f (4)(0) = 1 > 0. ΄Αρα σύµφωνα µε το κριτήριο της ν−οστής παραγώγου, η f παρουσιάζει στο σηµείο
µηδέν τοπικό ελάχιστο, το f(0) = 0.

Σηµείωση 7.66. Ας είναι f : I → R, όπου I διάστηµα του R, µια τυχούσα συνάρτηση. Τότε

sup
x∈I

f(x) = max{sup{M : M τοπικό µέγιστο της f}, lim
x→inf I+

f(x), lim
x→sup I−

f(x)}

και
inf
x∈I

f(x) = min{inf{m : m τοπικό ελάχιστο της f}, lim
x→inf I+

f(x), lim
x→sup I−

f(x)}.

Παράδειγµα 7.67. Η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) = ex + e−x + 2 cosx

παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο σηµείο µηδέν. Πράγµατι, έχουµε

f ′(x) = ex − e−x − 2 sinx,

f ′′(x) = ex + e−x − 2 cosx,

f ′′′(x) = ex − e−x + 2 sinx,

f (4)(x) = ex + e−x + 2 cosx,

οπότε
f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = 0

και f (4)(0) = 4 > 0. ΄Αρα σύµφωνα µε το κριτήριο της ν−οστής παραγώγου, η f παρουσιάζει στο σηµείο
µηδέν τοπικό ελάχιστο, το f(0) = 4.

Παράδειγµα 7.68. Η συνάρτηση

f(x) =

{
1
x2 , αν x > 0,

3x2, αν x ≤ 0,

παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο µηδέν, αλλά η f ′ δεν αλλάζει πρόσηµο σε κάποια περιοχή του µηδενός.
Πράγµατι, έχουµε

f ′(x) =

{ − 2
x3 , αν x > 0,

6x, αν x < 0,

ενώ για x = 0 παρατηρούµε ότι

lim
x→0−

3x2 − 0

x− 0
= 0 6= +∞ = lim

x→0+

1
x2 − 0

x
,

οπότε η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν. ΄Ετσι f ′(x) < 0, ∀x ∈ (−∞, 0)∪ (0,+∞), ενώ είναι προφανές
ότι f(x) ≥ 0 = f(0), ∀x ∈ R.
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Παράδειγµα 7.69. Η συνάρτηση

f(x) =

{
cotx− 1

x , αν 0 < |x| ≤ π
2 ,

0, αν x = 0,

παρουσιάζει ολικό µέγιστο στο σηµείο −π
2 και ολικό ελάχιστο στο σηµείο π

2 . Πράγµατι, έχουµε

f ′(x) = − 1

sin2 x
+

1

x2
, ∀x ∈

[
−π

2
,
π

2

]
\{0},

και επιπλέον µε τη ϐοήθεια των κανόνων De L’ Hôpital ισχύει ότι

lim
x→0

cotx− 1
x − 0

x− 0
= lim

x→0

x cosx− sinx

x2 sinx
= lim

x→0

− cosx

3 cosx− x sinx
= −1

3
,

δηλαδή f ′(0) = − 1
3 . ΄Οµως αν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση g(t) = sin t, t ∈ [0, x], για τυχόν x ∈ [−π

2 , 0
) ∪(

0, π
2

]
έχουµε από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής ότι

| sinx| = | sinx− sin 0| = |(x− 0) cos ξ| ≤ |x|,

όπου ξ ∈ (0, x). ΄Αρα
sin2 x− x2 ≤ 0, ∀x ∈

[
−π

2
, 0
)
∪
(
0,

π

2

]
,

και έτσι
f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈

[
−π

2
,
π

2

]
.

Συνεπώς η f είναι ϕθίνουσα στο πεδίο ορισµού της, οπότε παρουσιάζει ολικό µέγιστο στο αριστερό άκρο,
δηλαδή στο −π

2 , και ολικό ελάχιστο στο δεξιό άκρο, δηλαδή στο π
2 .

Παράδειγµα 7.70. Η συνάρτηση

f(x) =
1

coshx
− tanhx, x ∈ R,

έχει µέγιστη τιµή ίση µε
√
2. Πράγµατι, έχουµε

f ′(x) = −1 + sinhx

cosh2 x

και

f ′′(x) =
sinh2 x+ 2 sinhx− 1

cosh3 x
,

οπότε
f ′(ξ) = 0 ⇔ sinh ξ = −1

και για αυτό το ξ έχουµε

f ′′(ξ) =
sinh2 ξ + 2 sinh ξ − 1

cosh3 ξ
= − 2

cosh3 ξ
< 0.

΄Αρα το µόνο εσωτερικό σηµείο στο οποίο η f παρουσιάζει ακρότατο είναι το ξ για το οποίο έχουµε sinh ξ = −1
και µάλιστα σε αυτό το ξ η f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο. Επίσης έχουµε

lim
x→−∞

f(x) = 1,

lim
x→+∞

f(x) = −1

και
f(ξ) =

1

cosh ξ
− sinh ξ

cosh ξ
=

1− sinh ξ

cosh ξ
=

1− (−1)√
1 + sinh2 ξ

=
√
2.

Συνεπώς η f παίρνει µέγιστο στο σηµείο ξ, το f(ξ) =
√
2. Για να προσδιορίσουµε το ξ, έχουµε

1 + sinh ξ = 0 ⇔ eξ − e−ξ

2
= −1 ⇔ (eξ)2 + 2eξ − 1 = 0 ⇔ eξ = −1 +

√
2 ⇔ ξ = log(

√
2− 1).



ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 87

Παράδειγµα 7.71. Ισχύει ότι

xa| log x| ≤ 1

ae
, 0 < x < 1, a > 0.

Πράγµατι, ϑεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) = xa| log x|, 0 < x < 1,

για την οποία έχουµε
f(x) = xa| log x| = −xa log x, 0 < x < 1,

και
f ′(x) = −xa−1(a log x+ 1),

οπότε
f ′(x) = 0 ⇔ a log x+ 1 = 0 ⇔ x = e−

1
a .

Επίσης ισχύει ότι
f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0, e−

1
a ),

και
f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (e−

1
a , 1),

οπότε στο σηµείο e−
1
a η f λαµβάνει τοπικό µέγιστο, το f

(
e−

1
a

)
= 1

ae . Ακόµα ισχύει ότι

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

− log x
1
xa

= lim
x→0+

1
x

ax−a−1
= lim

x→0+

1

ax−a
= 0

και
lim

x→1−
f(x) = lim

x→1−
(−xa log x) = 0,

συνεπώς η f λαµβάνει ολικό µέγιστο στο σηµείο e−
1
a , το f

(
e−

1
a

)
= 1

ae , δηλαδή έχουµε το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 7.72. Ισχύει ότι

x
1
x ≤ 1 +

3

2
√
x
, ∀x ∈ [1, e].

Πράγµατι, ϑεωρούµε τις συναρτήσεις
f(x) = x

1
x , x ∈ [1, e],

και
g(x) = 1 +

3

2
√
x
, x ∈ [1, e],

και έχουµε

f ′(x) = x
1
x
1− log x

x2
, x ∈ [1, e],

και
g′(x) = −3

4

1

x
√
x
, x ∈ [1, e].

΄Ετσι, ισχύει ότι f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ [1, e], και g′(x) < 0, ∀x ∈ [1, e], συνεπώς η f είναι αύξουσα στο πεδίο
ορισµού της και η g είναι ϕθίνουσα στο πεδίο ορισµού της. ΄Ετσι έχουµε

1 ≤ x ≤ e ⇒ x
1
x ≤ e

1
e και 1 +

3

2
√
x
≥ 1 +

3

2
√
e
.

΄Αρα αρκεί να δείξουµε ότι
e

1
e ≤ 1 +

3

2
√
e
.

΄Οµως έχουµε

e
1
e = e

√
e <

√
e <

√
3 < 1 +

√
3

2
= 1 +

3

2
√
e

συνεπώς τελικά ισχύει f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ [1, e], που είναι και το Ϲητούµενο.
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Παράδειγµα 7.73. Ας είναι f µια µη αρνητική συνάρτηση που έχει παραγώγους µέχρι τρίτης τάξης στο
(0, 1). Αν η f έχει τουλάχιστον δυο ϱίζες στο (0, 1) τότε η f ′′′ έχει τουλάχιστον µια ϱίζα στο (0, 1). Πράγµατι,
έστω 0 < r1 < r2 < 1 οι ϱίζες της f . Τότε, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Rolle στο (r1, r2), έχουµε ότι
υπάρχει ξ ∈ (r1, r2) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0. Επίσης, ισχύει ότι

f(x) ≥ 0 = f(r1) = f(r2),

άρα η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στα r1, r2. Επειδή η f ′ υπάρχει στα r1, r2, σύµφωνα µε το Θεώρηµα
του Fermat, έχουµε f ′(r1) = f ′(r2) = 0. ΄Αρα

f ′(r1) = f ′(ξ) = f ′(r2) = 0.

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Rolle στο (r1, ξ) έχουµε ότι υπάρχει ζ1 ∈ (r1, ξ) τέτοιο ώστε f ′′(ζ1) = 0.
Οµοίως υπάρχει ζ2 ∈ (ξ, r2) τέτοιο ώστε f ′′(ζ2) = 0. Εφαρµόζοντας ξανά το Θεώρηµα του Rolle στο (ζ1, ζ2)
έχουµε ότι υπάρχει ζ3 ∈ (ζ1, ζ2) τέτοιο ώστε f ′′′(ζ3) = 0, ενώ προφανώς

0 < ζ1 < ζ3 < ζ2 < 1,

δηλαδή ζ3 ∈ (0, 1).

Θεώρηµα 7.74. ΄Εστω f : (a, b) → R µια συνάρτηση, η οποία είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη στο (a, b).

1. Η f είναι κυρτή στο (a, b) αν και µόνο αν f ′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (a, b).

2. Η f είναι κοίλη στο (a, b) αν και µόνο αν f ′′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (a, b).

x1 x2λ x1 + (1 - λ) x2

Ορισµός 7.75. ΄Εστω f : I → R µια συνάρτηση δυο ϕορές παραγωγίσιµη, όπου I ⊆ R ανοικτό διάστηµα.
Το σηµείο (x0, f(x0)) καλείται σηµείο καµπής της f αν f ′′(x0) = 0 και f ′′(x0 −h)f ′′(x0 +h) ≤ 0 για τυχόν
µη µηδενικό και αρκούντως µικρό h.

Θεώρηµα 7.76. ΄Εστω ότι f : I → R, όπου I ανοικτό διάστηµα και x0 ∈ I. Υποθέτουµε ότι η f (ν), ν ≥ 3,
υπάρχει και είναι συνεχής σε µια περιοχή του x0 και ακόµη ότι

f ′′(x0) = . . . = f (ν−1)(x0) = 0

αλλά f (ν)(x0) 6= 0. Αν το ν είναι περιττός τότε το σηµείο (x0, f(x0)) είναι σηµείο καµπής της f .

Σηµείωση 7.77. Με ϐάση τα Θεωρήµατα 7.64 και 7.76 µπορούµε να ϐρούµε τα ακρότατα και τα σηµεία
καµπής µιας συνάρτησης f .

Παράδειγµα 7.78. ΄Εστω f : [a, b] → R µια συνάρτηση συνεχής στο [a, b] µε f(a) = f(b) = 0 και δυο
ϕορές παραγωγίσιµη στο (a, b) µε f ′′(x) > 0, ∀x ∈ (a, b). Τότε f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b], και επιπλέον αν
a, b ∈ (0,+∞) και 0 ≤ x ≤ 1, ισχύει ότι

axb1−x ≤ ax+ (1− x)b.

Πράγµατι, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Rolle στο διάστηµα [a, b] έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε
f ′(ξ) = 0. Επίσης από την υπόθεση f ′′(x) > 0, ∀x ∈ (a, b), προκύπτει ότι η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο
(a, b). ΄Ετσι f ′(x) < 0, ∀x ∈ (a, ξ), και f ′(x) > 0, ∀x ∈ (ξ, b), οπότε f(x) < f(a) = 0, ∀x ∈ (a, ξ), και
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f(x) < f(b) = 0, ∀x ∈ (ξ, b). Συνεπώς f(x) < 0, ∀x ∈ (a, ξ) ∪ (ξ, b), και επειδή η f είναι συνεχής στο [a, b]
έχουµε τελικά ότι f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b]. Ακόµη, ϑεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) = axb1−x − ax− (1− x)b, 0 ≤ x ≤ 1,

για την οποία έχουµε f(0) = 0 = f(1) και

f ′(x) = axb1−x log
a

x
− a+ b

f ′′(x) = axb1−x
(
log

a

b

)2

> 0.

΄Αρα σύµφωνα µε το αποτέλεσµα που έχουµε ήδη αποδείξει, πρέπει να ισχύει ότι f(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1], που
είναι και το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 7.79. ΄Εστω f : I → R µια συνεχής συνάρτηση, η οποία είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη στο
εσωτερικό του I. Η f είναι κυρτή αν και µόνο αν ισχύει ότι

f(x)− f(x0) ≥ (x− x0)f
′(x0), ∀x, x0 ∈ I.

Πράγµατι, έστω ότι η f είναι κυρτή και x, x0 δυο τυχόντα στοιχεία του I. Τότε από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής
του Lagrange έχουµε ότι υπάρχει ξ µεταξύ των x και x0 τέτοιο ώστε

f ′(ξ) =
f(x)− f(x0)

x− x0

ενώ από την υπόθεση ότι η f είναι κυρτή προκύπτει άµεσα ότι η f ′ είναι αύξουσα. ΄Ετσι, έχουµε

1. αν x < x0 τότε

x < ξ < x0 ⇒ f ′(ξ) ≤ f ′(x0) ⇒ f(x)− f(x0)

x− x0
≤ f ′(x0) ⇒ f(x)− f(x0) ≥ (x− x0)f

′(x0)

2. αν x > x0 τότε

x0 < ξ < x ⇒ f ′(ξ) ≥ f ′(x0) ⇒ f(x)− f(x0)

x− x0
≥ f ′(x0) ⇒ f(x)− f(x0) ≥ (x− x0)f

′(x0)

΄Αρα σε κάθε περίπτωση έχουµε το Ϲητούµενο.
Αντίστροφα, έστω ότι

f(x)− f(x0) ≥ (x− x0)f
′(x0), ∀x, x0 ∈ I.

Για να δείξουµε ότι η f είναι κυρτή, αρκεί να δείξουµε ότι η f ′ είναι αύξουσα. Θεωρούµε τυχόντα x1, x2 ∈ I
µε x1 < x2. Τότε έχουµε

f(x1)− f(x2) ≥ (x1 − x2)f
′(x2) ⇔ f(x1)− f(x2)

x1 − x2
≤ f ′(x2)

και
f(x2)− f(x1) ≥ (x2 − x1)f

′(x1) ⇔ f(x1)− f(x2)

x1 − x2
≥ f ′(x1)

΄Αρα

f ′(x1) ≤ f(x1)− f(x2)

x1 − x2
≤ f ′(x2),

δηλαδή η f ′ είναι αύξουσα οπότε η f είναι κυρτή.

Παράδειγµα 7.80. Η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) =

{
x
2 + x2

(
1 + sin2 1

x

)
, αν x 6= 0

0, αν x = 0

1. είναι παραγωγίσιµη για κάθε x ∈ R.

2. έχει ασυνεχή παράγωγο.

3. δεν είναι µονότονη σε καµία περιοχή του µηδενός.
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Πράγµατι, έχουµε

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

x
2 + x2

(
1 + sin2 1

x

)

x
= lim

x→0

[
1

2
+ x

(
1 + sin2

1

x

)]
=

1

2
,

οπότε f ′(0) = 1
2 . Επίσης, για x 6= 0 έχουµε

f ′(x) =
1

2
+ 2x

(
1 + sin2

1

x

)
− sin

2

x
,

οπότε

f ′(x) =

{
1
2 + 2x

(
1 + sin2 1

x

)− sin 2
x , αν x 6= 0

1
2 , αν x = 0

Το ότι η παράγωγος είναι ασυνεχής, προκύπτει ϑεωρώντας τις ακολουθίες xν = 1
2νπ , ν ∈ N, και yν = 1

2νπ+π
4
,

ν ∈ N. Τέλος, από τις σχέσεις f ′ ( 1
2νπ

)
> 0, ∀ν ∈ N, και f ′

(
1

2νπ+π
4

)
< 0, ∀ν ∈ N, προκύπτει ότι σε

τυχούσα περιοχή του µηδενός η f ′ αλλάζει πρόσηµο, οπότε εκεί η f είναι µη-µονότονη.



Κεφάλαιο 8

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

8.1 Σύνολα

΄Ασκηση 8.1.1. ΄Εστω

A =

{
ν

2ν − 1
: ν ∈ N

}
.

Να δείξετε ότι τα inf A και supA υπάρχουν και επιπλέον ότι inf A = 1
2 και supA = 1.

Λύση. Παρατηρούµε ότι
ν

2ν − 1
≤ 1, ∀ν ∈ N,

συνεπώς το σύνολο A είναι άνω ϕραγµένο, οπότε έχει supremum. Επίσης, ισχύει ότι

ν

2ν − 1
≥ 1

2
, ∀ν ∈ N,

οπότε το A είναι και κάτω ϕραγµένο, συνεπώς έχει infimum.
Θα δείξουµε ότι supA = 1. Πράγµατι, παρατηρούµε ότι

1

2 · 1− 1
= 1,

δηλαδή ο αριθµός 1 είναι στοιχείο του συνόλου A. Επίσης, δείξαµε παραπάνω ότι το 1 είναι άνω ϕράγµα
του A, συνεπώς καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το σύνολο A έχει µέγιστο, το 1. ΄Αρα

supA = maxA = 1.

Στη συνέχεια, ϑα δείξουµε ότι inf A = 1
2 χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.25. Πράγµατι, έχουµε ήδη

δείξει ότι το 1
2 είναι κάτω ϕράγµα του A. Επιπλέον, επιλέγουµε ένα τυχαίο ε > 0. Αναζητούµε x ∈ A τέτοιο

ώστε
x <

1

2
+ ε.

Αφού x ∈ A, το x έχει τη µορφή
x =

µx

2µx − 1
,

συνεπώς αρκεί να ϐρούµε έναν ϕυσικό αριθµό µx τέτοιο ώστε

µx

2µx − 1
<

1

2
+ ε

ή ισοδύναµα
µx >

2ε+ 1

4ε
.

΄Ενα τέτοιο µx είναι το

µx =

[
2ε+ 1

4ε

]
+ 1.

΄Αρα λοιπόν έχουµε ότι inf A = 1
2 .

΄Ασκηση 8.1.2. ΄Εστω A = {x ∈ R : |x||x+ 1| < 2}. Να ϐρεθούν, αν υπάρχουν, τα supA και inf A.
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Λύση. Παρατηρούµε ότι |x| = 0 ⇔ x = 0 και |x+ 1| = 0 ⇔ x = −1.

0 x>0

x<0

-1

x+1>0

x+1<0

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις

1. x < −1.Τότε έχουµε |x| = −x και |x+ 1| = −x− 1, οπότε

|x||x+ 1| < 2 ⇔ (−x)(−x− 1) < 2 ⇔ x2 + x− 2 < 0 ⇔ (x− 1)(x+ 2) < 0 ⇔ x ∈ (−2, 1).

Συνεπώς τα στοιχεία του A που ταυτόχρονα ανήκουν και στο διάστηµα (−∞,−1) είναι τα

{x ∈ R : x < −1 και − 2 < x < 1} = (−2,−1).

2. −1 < x < 0. Τότε έχουµε |x| = −x και |x+ 1| = x+ 1, οπότε

|x||x+ 1| < 2 ⇔ (−x)(x+ 1) < 2 ⇔ x2 + x+ 2 > 0,

άρα αυτή η ανισότητα δεν µας δίνει κανέναν επιπλέον περιορισµό για το x. Συνεπώς τα στοιχεία του
A που ταυτόχρονα ανήκουν και στο διάστηµα (−1, 0) είναι ολόκληρο το διάστηµα (−1, 0).

3. 0 < x. Τότε έχουµε |x| = x και |x+ 1| = x+ 1, οπότε

|x||x+ 1| < 2 ⇔ x2 + x− 2 < 0 ⇔ (x− 1)(x+ 2) < 0 ⇔ x ∈ (−2, 1).

Συνεπώς, τα στοιχεία του A που ταυτόχρονα ανήκουν και στο (0,+∞) είναι τα

{x ∈ R : x > 0 και − 2 < x < 1} = (0, 1).

Επίσης, προφανώς τα σηµεία x = 0 και x = −1 ανήκουν στο A, άρα

A = (−2,−1) ∪ (−1, 0) ∪ (0, 1) ∪ {0} ∪ {−1} = (−2, 1).

Προφανώς supA = 1 και inf A = −2.

8.2 Ακολουθίες

΄Ασκηση 8.2.1. Μία ακολουθία (aν)ν∈N συγκλίνει αν και µόνο αν οι υπακολουθίες (a3ν)ν∈N, (a3ν−1)ν∈N
και (a3ν−2)ν∈N συγκλίνουν στο ίδιο όριο.

Λύση. ΄Εστω ότι lim aν = l. Τότε γνωρίζουµε ότι όλες οι υπακολουθίες της (aν)ν∈N συγκλίνουν στο l, οπότε
το Ϲητούµενο ισχύει.

Αντίστροφα, έστω ότι
lim a3ν = lim a3ν−1 = lim a3ν−2 = l.

Θα δείξουµε ότι lim aν = l. ΄Εχουµε

lim a3ν = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν1 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν1 ⇒ |a3ν − l| < ε],

lim a3ν−1 = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν2 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν2 ⇒ |a3ν−1 − l| < ε]

και
lim a3ν−2 = l ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν3 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν3 ⇒ |a3ν−2 − l| < ε].

Θέτουµε ν0 = max{3ν1, 3ν2 − 1, 3ν3 − 2}. Τότε (∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ισχύει
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1. αν ν = 3k τότε

ν > ν0 ⇒ 3k > ν0 > 3ν1 ⇒ k > ν1 ⇒ |a3k − l| < ε ⇒ |aν − l| < ε.

2. αν ν = 3k − 1 τότε

ν > ν0 ⇒ 3k − 1 > ν0 > 3ν2 − 1 ⇒ k > ν2 ⇒ |a3k−1 − l| < ε ⇒ |aν − l| < ε.

3. αν ν = 3k − 2 τότε

ν > ν0 ⇒ 3k − 2 > ν0 > 3ν3 − 2 ⇒ k > ν3 ⇒ |a3k−2 − l| < ε ⇒ |aν − l| < ε.

΄Αρα σε κάθε περίπτωση έχουµε |aν − l| < ε, ∀ν > ν0, οπότε lim aν = l.

΄Ασκηση 8.2.2. Αν lim aν = l 6= 0 τότε να δείξετε ότι υπάρχουν ν0 ∈ N και k > 0 τέτοια ώστε

0 < k < |aν |, ∀ν ≥ ν0.

Λύση. ΄Εχουµε

lim aν = l ⇒
[
(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ |aν − l| < |l|

2

]
.

΄Οµως έχουµε

|aν − l| < |l|
2

⇔ −|l|
2

< aν − l <
|l|
2

⇔ l − |l|
2

< aν < l +
|l|
2
,

οπότε ισχύει

1. αν l > 0 τότε
l − l

2
< aν < l +

l

2
⇒ 0 <

l

2
< aν <

3l

2
,

οπότε
|aν | = aν >

|l|
2

> 0.

2. αν l < 0 τότε
l − −l

2
< aν < l +

−l

2
⇒ 3l

2
< aν <

l

2
< 0,

οπότε
|aν | = −aν >

−l

2
=

|l|
2

> 0.

Επιλέγοντας k = |l|
2 έχουµε το Ϲητούµενο.

΄Ασκηση 8.2.3. Αν lim aν = 0 και (bν)ν∈N είναι µία ϕραγµένη ακολουθία, τότε ισχύει ότι lim(aνbν) = 0.

Λύση. ΄Εχουµε
lim aν = 0 ⇔ [(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N)ν > ν0 ⇒ |aν | < ε].

Επίσης, αφού η (bν)ν∈N είναι ϕραγµένη, έχουµε ότι (∃M > 0) τέτοιο ώστε |bν | < M , ∀ν ∈ N. ΄Ετσι, για
ν > ν0, έχουµε

|aνbν | ≤ |aν ||bν | < Mε,

συνεπώς lim(aνbν) = 0.

΄Ασκηση 8.2.4. Αν 0 < a < 1, να δειχθεί ότι lim(νaν) = 0.

Λύση. Για τυχόν ν ∈ N έχουµε
∣∣∣∣
aν+1

aν

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(ν + 1)aν+1

νaν

∣∣∣∣ =
ν + 1

ν
a → a < 1.

΄Αρα, σύµφωνα µε το Παράδειγµα 3.31, ισχύει ότι lim(νaν) = 0.

΄Ασκηση 8.2.5. Αν x, y ∈ R µε 0 < x < y και aν = ν
√
xν + yν , ν ∈ N, να δειχθεί ότι lim aν = y.
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Λύση. (1ος τρόπος) ΄Εχουµε

0 < x < y ⇔ 0 < xν < yν ⇔ yν < xν + yν < 2yν ⇔ y < ν
√
xν + yν < y

ν
√
2.

΄Οµως lim y = y και lim y ν
√
2 = y, σύµφωνα µε το Παράδειγµα 3.27. ΄Αρα

lim ν
√
xν + yν = y.

(2ος τρόπος) ΄Εχουµε
0 < x < y ⇔ 0 <

x

y
< 1,

άρα

lim

(
x

y

)ν

= 0,

σύµφωνα µε το Παράδειγµα 3.26. ΄Ετσι, παίρνουµε

ν
√
xν + yν = y ν

√
1 +

(
x

y

)ν

→ y.

΄Ασκηση 8.2.6. ∆ίνεται η ακολουθία (aν)ν∈N, µε a1 = 1 και

aν = 1 +
1

aν−1
, ν > 1.

Να αποδείξετε ότι η (aν)ν∈N συγκλίνει στη ϑετική ϱίζα της εξίσωσης x2 − x− 1 = 0.

Λύση. Παρατηρούµε ότι ισχύει 0 < aν < 2, ∀ν ∈ N. Επιπλέον, έχουµε

aν+2 − aν+1 =

(
1 +

1

aν+1

)
−
(
1 +

1

aν

)
= − (aν+1 − aν)

aνaν+1
,

δηλαδή δύο διαδοχικές διαφορές έχουν αντίθετο πρόσηµο, συνεπώς η (aν)ν∈N δεν είναι µονότονη. ΄Οµως
ισχύει ότι

aν+2 − aν =

(
1 +

1

aν+1

)
−
(
1 +

1

aν−1

)
=

aν − aν−2

(1 + aν)(1 + aν−2)
,

δηλαδή οι υπακολουθίες (a2ν)ν∈N και (a2ν−1)ν∈N είναι µονότονες. Ειδικότερα, έχουµε

a4 − a2 =
5

3
− 2 < 0,

άρα η (a2ν)ν∈N είναι ϕθίνουσα ενώ από την

a3 − a1 =
3

2
− 1 > 0

προκύπτει ότι η (a2ν−1)ν∈N είναι αύξουσα. Συνεπώς η (a2ν)ν∈N είναι ϕθίνουσα και ϕραγµένη, άρα συγ-
κλίνει και έστω ότι lim a2ν = l. Οµοίως η (a2ν−1)ν∈N είναι αύξουσα και ϕραγµένη, άρα συγκλίνει και έστω
ότι lim a2ν−1 = m. Τότε έχουµε

a2ν = 1 +
1

a2ν−1
⇒ l = 1 +

1

m
⇒ lm− 1 = m

και
a2ν−1 = 1 +

1

a2ν−2
⇒ m = 1 +

1

l
⇒ lm− 1 = l.

Από τις δυο τελευταίες σχέσεις έχουµε m = l. ΄Αρα

lim a2ν = lim a2ν−1 = l = m,

συνεπώς σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.21 έχουµε ότι lim aν = l. Επίσης έχουµε

l = 1 +
1

l
⇔ l2 − l − 1 = 0

και αφού 0 < aν , ∀ν ∈ N, προφανώς l ≥ 0.
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8.3 Σειρές

΄Ασκηση 8.3.1. Να ϐρεθούν οι τιµές της σταθεράς a για τις οποίες η σειρά
∞∑
ν=1

1

(ν2 + ν)a

είναι συγκλίνουσα.

Λύση. ΄Εχουµε
1

(ν2+ν)a

1
(ν2)a

=

(
ν2

ν2 + ν

)a

→ 1.

΄Οµως η
∞∑
ν=1

1

ν2a

συγκλίνει µόνο αν 2a > 1, δηλαδή a > 1
2 , οπότε και η

∞∑
ν=1

1

(ν2 + ν)a

συγκλίνει µόνο αν a > 1
2 .

΄Ασκηση 8.3.2. Να ϐρεθούν οι τιµές του x ∈ R για τις οποίες η σειρά

1 +
1

2
(5x− 3x2) +

1

22
(5x− 3x2)2 + . . .

συγκλίνει.

Λύση. ΄Εχουµε

1 +
1

2
(5x− 3x2) +

1

22
(5x− 3x2)2 + . . . =

∞∑
ν=1

[
1

2
(5x− 3x2)

]ν−1

,

η οποία είναι η γεωµετρική σειρά µε πρώτο όρο 1 και λόγο

1

2
(5x− 3x2).

΄Ετσι, σύµφωνα µε το Παράδειγµα 4.6 αυτή ϑα συγκλίνει µόνο αν

1

2

∣∣(5x− 3x2)
∣∣ < 1.

΄Ασκηση 8.3.3. Να εξετάσετε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά
∞∑
ν=1

aννa, a > 0.

Λύση. Εφαρµόζοντας το κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert, έχουµε

lim
aν+1(ν + 1)a

aννa
= lim

aνa(ν + 1)a

aννa
= lim

[
a

(
ν + 1

ν

)a]
= a.

΄Ετσι, αν a < 1 τότε η σειρά συγκλίνει, ενώ αν a > 1 τότε η σειρά απειρίζεται ϑετικά.

΄Ασκηση 8.3.4. Να εξετάσετε αν η σειρά
∞∑
ν=1

(−1)ν+1 cos
1

ν

συγκλίνει και, αν συγκλίνει, να εξετάσετε επιπλέον αν συγκλίνει απόλυτα ή υπό συνθήκη.
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Λύση. Θεωρούµε την ακολουθία

aν = (−1)ν+1 cos
1

ν
, ν ∈ N.

Παρατηρούµε ότι

lim a2ν = lim

(
(−1)2ν+1 cos

1

2ν

)
= lim

(
− cos

1

2ν

)
,

ενώ
lim a2ν−1 = lim

(
(−1)2ν−1+1 cos

1

2ν − 1

)
= lim

(
cos

1

2ν − 1

)
.

΄Οµως lim(cos 1
ν ) = 1, αφού limx→0 cosx = 1. Ας υποθέσουµε ότι η

∑∞
ν=1 aν συγκλίνει. Τότε lim aν = 0.

∆είξαµε όµως ότι

lim a2ν = − lim(cos
1

2ν
) = − lim(cos

1

ν
) = −1

και
lim a2ν−1 = lim(cos

1

2ν − 1
) = lim(cos

1

ν
) = 1,

δηλαδή το όριο της (aν)ν∈N δεν υπάρχει, το οποίο είναι άτοπο, αφού lim aν = 0. ΄Αρα η υπόθεση ότι∑∞
ν=1 aν < +∞ είναι πάντα ψευδής, δηλαδή η

∞∑
ν=1

(−1)ν+1 cos
1

ν

δε συγκλίνει.

8.4 ΄Οριο Συνάρτησης

΄Ασκηση 8.4.1. Να υπολογιστεί το

lim
x→+∞

sinx

x
.

Λύση. Θέτουµε

f(x) =
sinx

x
.

Παρατηρούµε ότι η f ορίζεται στο R\{0}, οπότε D(f) = R\{0} και το +∞ είναι σ.σ. του D(f). Θεωρούµε
τυχούσα ακολουθία (xν)ν∈N στοιχείων του D(f) µε limxν = +∞. Μπορούµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,
να υποθέσουµε ότι όλοι οι όροι της (xν)ν∈N ανήκουν στο (0,+∞). Τότε έχουµε

lim f(xν) = lim
sinxν

xν
.

΄Οµως, προφανώς ισχύει
−1 ≤ sinxν ≤ 1, ∀ν ∈ N,

και
lim

1

xν
= 0,

δηλαδή έχουµε το όριο µιας µηδενικής επί µια ϕραγµένη ακολουθία, το οποίο σύµφωνα µε την ΄Ασκηση
8.2.3 υπάρχει και είναι ίσο µε µηδέν, δηλαδή

lim
x→+∞

sinx

x
= 0.

΄Ασκηση 8.4.2. Να αποδείξετε ότι το

lim
x→1

(sin
1√
x− 1

)

δεν υπάρχει στο R.
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Λύση. Θέτουµε
f(x) = sin

1√
x− 1

, x ∈ R\{1}.

Για τις ακολουθίες

xν =

(
1

2νπ
+ 1

)2

, ν ∈ N,

και

yν =

(
1

2νπ + π
2

+ 1

)2

, ν ∈ N,

έχουµε
limxν = 1 = lim yν

και
lim f(xν) = lim(sin(2νπ)) = 0

ενώ
lim f(yν) = lim

(
sin

(
2νπ +

π

2

))
= 1.

Βρήκαµε, λοιπόν, δυο ακολουθίες (xν)ν∈N και (yν)ν∈N µε

limxν = 1 = lim yν

και
lim f(xν) 6= lim f(yν).

΄Αρα το limx→1 f(x) δεν υπάρχει.

΄Ασκηση 8.4.3. Να αποδείξετε ότι το limx→0 sgn(x), όπου

sgn(x) =





1, x > 0
0, x = 0
−1, x < 0

,

δεν υπάρχει στο R.

Λύση. Θέτουµε f(x) = sgn(x), x ∈ R. Για τις ακολουθίες xν = 1
ν , ν ∈ N, και yν = − 1

ν , ν ∈ N, έχουµε

limxν = 0 = lim yν

και
lim f(xν) = lim sgn(xν) = lim 1 = 1

ενώ
lim f(yν) = lim sgn(yν) = lim(−1) = −1.

Βρήκαµε, λοιπόν, δυο ακολουθίες (xν)ν∈N και (yν)ν∈N µε

limxν = 0 = lim yν

και
lim f(xν) 6= lim f(yν).

΄Αρα το limx→0 f(x) δεν υπάρχει.

8.5 Συνέχεια Συνάρτησης

΄Ασκηση 8.5.1. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση

f(x) =

{
1, x ϱητός
0, x άρρητος ,

που είναι γνωστή ως συνάρτηση του Dirichlet, δεν είναι συνεχής σε κανένα σηµείο του R.
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Λύση. Ας είναι ξ τυχαίος πραγµατικός αριθµός και (xν)ν∈N µια τυχαία ακολουθία στοιχείων του R µε
limxν = ξ. ΄Εστω (xkν )ν∈N εκείνη η υπακολουθία της (xν)ν∈N που αποτελείται από όλους τους ϱητούς
όρους και (xλν )ν∈N εκείνη η υπακολουθία της (xν)ν∈N που αποτελείται από όλους τους άρρητους όρους.
Τότε f(xkν

) = 1, ∀ν ∈ N, και f(xλν
) = 0, ∀ν ∈ N, οπότε

lim f(xkν
) = 1

ενώ
limf(xλν

) = 0,

δηλαδή το lim f(xν) δεν υπάρχει. Αυτό σηµαίνει ότι η f δεν είναι συνεχής στο ξ και αφού το ξ είναι τυχαίο,
η f δεν είναι συνεχής στο R.

΄Ασκηση 8.5.2. Να ϐρεθούν τα σηµεία στα οποία η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) =

{
2x, x ϱητός
x+ 3, x άρρητος ,

είναι συνεχής.

Λύση. Ας είναι ξ τυχαίος πραγµατικός αριθµός και (xν)ν∈N µια τυχαία ακολουθία στοιχείων του R µε
limxν = ξ. ΄Εστω (xkν )ν∈N εκείνη η υπακολουθία της (xν)ν∈N που αποτελείται από όλους τους ϱητούς
όρους και (xλν

)ν∈N εκείνη η υπακολουθία της (xν)ν∈N που αποτελείται από όλους τους άρρητους όρους.
Τότε f(xkν

) = 2xkν
, ∀ν ∈ N, και f(xλν

) = xλν
+ 3, ∀ν ∈ N, οπότε

lim f(xkν ) = lim(2xkν ) = 2 limxkν = 2 limxν = 2ξ

και
lim f(xλν ) = lim(xλν + 3) = 3 + limxλν = 3 + limxν = 3 + ξ.

Για να υπάρχει το lim f(xν) πρέπει και αρκεί να ισχύει 2ξ = ξ + 3, δηλαδή ξ = 3. ΄Αρα η f είναι συνεχής
µόνο στο σηµείο ξ = 3.

΄Ασκηση 8.5.3. Αν k > 0 και f : R→ R είναι τέτοια ώστε

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|, ∀x, y ∈ R
να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής.

Λύση. ΄Εστω ξ τυχαίο στοιχείο του R. Θα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f) = R) µε |x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| < ε.

Πράγµατι, έστω ε > 0. Τότε έχουµε

|f(x)− f(ξ)| ≤ k|x− ξ| < kδ

άρα επιλέγοντας δ = ε
k έχουµε

|f(x)− f(ξ)| < kδ = k
ε

k
= ε,

δηλαδή η f είναι συνεχής στο ξ. Επειδή το ξ είναι τυχαίο, έχουµε ότι η f είναι συνεχής στο R.

΄Ασκηση 8.5.4. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f : (0, 1) → R µε τύπο

f(x) =
1

x2

δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Λύση. Για τις ακολουθίες
xν =

1√
ν
, ν ∈ N,

και
yν =

1√
ν + 1

, ν ∈ N,

έχουµε

lim(xν − yν) = lim

√
ν + 1−√

ν√
ν
√
ν + 1

= lim
1√

ν
√
ν + 1(

√
ν + 1 +

√
ν)

= 0

ενώ
|f(xν)− f(yν)| = 1, ∀ν ∈ N.

΄Αρα σύµφωνα µε τη Σηµείωση 6.26 η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.
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8.6 Παράγωγος Συνάρτησης

΄Ασκηση 8.6.1. Εξετάστε αν ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήµατος του Rolle για τη συνάρτηση f : [ 12 , 2] →
R µε τύπο

f(x) =

{
2x− 1, αν 1

2 ≤ x ≤ 1
(x− 2)2, αν 1 < x ≤ 2.

Στην περίπτωση που ισχύουν, διατυπώστε το συµπέρασµα που λαµβάνουµε µε εφαρµογή του ϑεωρήµατος
αυτού.

Λύση. ΄Εχουµε
lim

x→1−
f(x) = lim

x→1−
(2x− 1) = 1 = lim

x→1+
(x− 2)2 = lim

x→1+
f(x),

συνεπώς η f είναι συνεχής στο 1. Επίσης, προφανώς είναι συνεχής στα διαστήµατα [ 12 , 1) και (1, 2], άρα
τελικά είναι συνεχής στο [ 12 , 2]. Ακόµη, έχουµε

lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1−
2x− 1− 1

x− 1
= 2

και

lim
x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

(x− 2)2 − 1

x− 1
= lim

x→1+

[(x− 2)− 1][(x− 2) + 1]

x− 1

= lim
x→1+

(x− 3)(x− 1)

x− 1
= lim

x→1+
(x− 3)

= −2,

άρα η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 1, οπότε οι υποθέσεις του Θεωρήµατος του Rolle δεν ικανοποιούνται.

΄Ασκηση 8.6.2. Παριστάνοντας γραφικά τις συναρτήσεις sinx και cosx σε ένα κοινό σύστηµα συντεταγµέ-
νων, παρατηρούµε ότι υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο εντός του διαστήµατος

(
0, π

2

)
στο οποίο τα δυο γραφήµατα

τέµνονται. Να αποδείξετε αυτή την οπτική παρατήρηση, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα του Rolle.

- π / 2

- 1

1

π / 2 π

cos x

sin x

0

Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση
f(x) = sinx+ cosx, x ∈

[
0,

π

2

]
.

΄Εχουµε f(0) = 1 = f
(
π
2

)
και προφανώς η f είναι συνεχής στο

[
0, π

2

]
και παραγωγίσιµη στο

(
0, π

2

)
. ΄Αρα,

σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Rolle, υπάρχει ξ ∈ (
0, π

2

)
τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 0. ΄Οµως

f ′(ξ) = 0 ⇔ cos ξ − sin ξ = 0 ⇔ cos ξ = sin ξ,

δηλαδή υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο ξ εντός του διαστήµατος
(
0, π

2

)
στο οποίο τα δυο γραφήµατα

τέµνονται. ΄Εστω ότι υπάρχει ζ 6= ξ µε ζ ∈ (
0, π

2

)
τέτοιο ώστε sin ζ = cos ζ ή ισοδύναµα f ′(ζ) = 0. Θα

καταλήξουµε σε άτοπο. Πράγµατι, η συνάρτηση f ′ είναι συνεχής στο [min{ξ, ζ},max{ξ, ζ}], παραγωγίσιµη
στο (min{ξ, ζ},max{ξ, ζ}) και ισχύει ότι f ′(ξ) = f ′(ζ). ΄Ετσι, από το Θεώρηµα του Rolle, προκύπτει ότι
υπάρχει ρ ∈ (min{ξ, ζ},max{ξ, ζ}) τέτοιο ώστε f ′′(ρ) = 0 ή ισοδύναµα sin ρ + cos ρ = 0, το οποίο είναι
άτοπο αφού

ρ ∈ (min{ξ, ζ},max{ξ, ζ}) ⇒ ρ ∈
(
0,

π

2

)
⇒ sin ρ > 0 και cos ρ > 0.

΄Αρα υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο εντός του διαστήµατος
(
0, π

2

)
στο οποίο τα δυο γραφήµατα τέµνονται.
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΄Ασκηση 8.6.3. Να δείξετε ότι

cosx < e−
x2

2 , για τυχόν 0 < x ≤ π

2
,

ϑεωρώντας τη συνάρτηση f :
[
0, π

2

] → R µε τύπο

f(x) = e
x2

2 cosx.

Λύση. ΄Εχουµε
f ′(x) = e

x2

2 (x cosx− sinx),

οπότε αν ϑέσουµε
h(x) = x cosx− sinx,

παρατηρούµε ότι οι συναρτήσεις f ′ και h έχουν κοινό πρόσηµο. Για τη συνάρτηση h έχουµε

h′(x) = −x sinx < 0, για 0 < x ≤ π

2
,

οπότε η h είναι γνησίως ϕθίνουσα. ΄Ετσι, ισχύει ότι

0 < x ⇒ h(x) < h(0) = 0,

συνεπώς έχουµε
f ′(x) < 0, ∀x ∈

(
0,

π

2

]
,

δηλαδή η f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο
(
0, π

2

]
. ΄Ετσι έχουµε

x > 0 ⇒ f(x) < f(0) = 1 ⇒ cosx < e−
x2

2 .



Κεφάλαιο 9

ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

9.1 ΦΕΒΡΟΥΑΡΙΟΣ 2009

Σε όλα τα ϑέµατα ισχύει ότι
2 ≤ ωi ≤ 8, i = 1, 2, . . . , 10.

Θέµα 9.1.1. Θεωρούµε το σύνολο
A =

{ ω1

νω1
: ν ∈ N

}
.

Αποδείξτε ότι

1. τα inf A και supA υπάρχουν. [20]

2. supA = ω1. [40]

3. ο πραγµατικός αριθµός 1

ω
ω1−1
1

δεν είναι το infimum του συνόλου A. [40]

Λύση. 1. Παρατηρούµε ότι
ω1

νω1
≤ ω1, ∀ν ∈ N,

συνεπώς το σύνολο A είναι άνω ϕραγµένο, οπότε έχει supremum. Επίσης, ισχύει ότι
ω1

νω1
≥ 0, ∀ν ∈ N,

οπότε το A είναι και κάτω ϕραγµένο, συνεπώς έχει infimum.

2. Από το (1) έχουµε ότι το ω1 είναι άνω ϕράγµα του A. Επιπλέον, επιλέγουµε ένα τυχαιο ε > 0.
Αναζητούµε x ∈ A τέτοιο ώστε ω1 − ε < x. Αφού x ∈ A, το x ϑα έχει τη µορφή

x =
ω1

νω1
x

,

συνεπώς αρκεί να ϐρούµε ένα ϕυσικό αριθµό νx τέτοιο ώστε

ω1 − ε <
ω1

νω1
x

ή ισοδύναµα

νx < ω1

√
ω1

ω1 − ε
,

µε την προϋπόθεση ότι ε < ω1, κάτι που όµως δεν αποτελεί πρόβληµα αφού µπορούµε να περιορι-
στούµε σε οσοδήποτε ¨µικρά¨ ε. ΄Ενα τέτοιο νx είναι το νx = 1, το οποίο εδώ τυχαίνει να είναι το ίδιο
για όλα τα ε. ∆είξαµε λοιπόν ότι supA = ω1.

3. Πράγµατι, ο πραγµατικός αριθµός
ω1

(ω1 + 1)ω1

είναι στοιχειο του συνόλου A και προφανώς

ω1

(ω1 + 1)ω1
<

ω1

ωω1
1

=
1

ωω1−1
1

.
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΄Αρα το
1

ωω1−1
1

δεν είναι infimum του A.

Θέµα 9.1.2. ∆ίνεται η ακολουθία (aν)ν∈N µε

a1 =
1

2
και aν+1 =

ω2

1 + aν
.

1. Εξετάστε ως προς τη µονοτονία, προσδιορίζοντας και το είδος της, την (aν)ν∈N καθώς και τις υπακο-
λουθίες της (a2ν)ν∈N και (a2ν−1)ν∈N. [50]

2. Αποδείξτε ότι η (aν)ν∈N συγκλίνει στη ϑετική ϱίζα της εξίσωσης x2 + x− ω2 = 0. [100]

Λύση. 1. ΄Εχουµε

aν+1 − aν =
ω2

1 + aν
− ω2

1 + aν−1
= − ω2(aν − aν−1)

(1 + aν)(1 + aν−1)
,

δηλαδή δυο διαδοχικές διαφορές έχουν αντίθετο πρόσηµο, συνεπώς η (aν)ν∈N δεν είναι µονότονη.
Επίσης, ισχύει ότι

aν+2 − aν =
ω2

1 + aν+1
− ω2

1 + aν−1
=

ω2(aν−1 − aν+1)

(1 + aν+1)(1 + aν−1)
=

ω2(
ω2

1+aν−2
− ω2

1+aν
)

(1 + ω2

1+aν−2
)(1 + ω2

1+aν
)

= ω2
2

aν − aν−2

(1 + aν + ω2)(1 + aν−2 + ω2)
,

δηλαδή οι υπακολουθίες (a2ν)ν∈N και (a2ν−1)ν∈N είναι µονότονες. Ειδικότερα, έχουµε

a4 − a2 =

(
ω2(2ω2 + 3)

5ω2 + 3

)
−
(
2

3
ω2

)
=

ω2(−4ω2 + 3)

3(5ω2 + 3)
< 0,

αφού −4ω2 + 3 < 0, άρα η (a2ν)ν∈N είναι ϕθίνουσα, και

a3 − a1 =

(
3ω2

2ω2 + 3

)
−
(
1

2

)
=

4ω2 − 3

4ω2 + 6
> 0,

αφού 4ω2 − 3 > 0, άρα η (a2ν−1)ν∈N είναι αύξουσα.

2. Παρατηρούµε ότι 0 < aν < ω2, ∀ν ∈ N. Συνεπώς, σύµφωνα και µε το (1), η (a2ν)ν∈N είναι ϕθίνουσα
και ϕραγµένη, άρα συγκλίνει και έστω ότι lim a2ν = l. Οµοίως, η (a2ν−1)ν∈N είναι αύξουσα και
ϕραγµένη, άρα συγκλίνει και έστω ότι lim a2ν−1 = m. Τότε έχουµε

a2ν =
ω2

1 + a2ν−1
⇒ l =

ω2

1 +m
⇒ l = ω2 − lm

και
a2ν−1 =

ω2

1 + a2ν−2
⇒ m =

ω2

1 + l
⇒ m = ω2 − lm.

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις έχουµε m = l. ΄Αρα lim a2ν = lim a2ν−1 = l = m, συνεπώς lim aν =
l = m. Επίσης, έχουµε

l =
ω2

1 + l
⇒ l2 + l − ω2 = 0

και αφού aν > 0, ∀ν ∈ N, προφανώς l ≥ 0.

Θέµα 9.1.3. Χρησιµοποιώντας τους σχετικούς ορισµούς, αποδείξτε ότι

1. lim 1
ν−1 = 0. [20]

2. αν η ακολουθία (aν)ν∈N ικανοποιεί τη σχέση

|aν+1 − aν | ≤ 1

νω3+1
, ∀ν ∈ N,

τότε είναι ϐασική. [80]
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Λύση. 1. Θεωρούµε τυχόν ε > 0. Θα δείξουµε ότι

(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N) µε ν > ν0 ⇒
∣∣∣∣

1

ν − 1

∣∣∣∣ < ε.

Πράγµατι, έχουµε
1

ν − 1
< ε ⇔ 1

ε
+ 1 < ν,

οπότε επιλέγοντας

ν0 =

[
1

ε
+ 1

]
+ 1 =

[
1

ε

]
+ 2

έχουµε το Ϲητούµενο.

2. Για τυχόντα ε0 > 0 και µ, ν ∈ N µε µ > ν ≥ 2 έχουµε

|aµ − aν | = |aµ − aµ−1|+ |aµ−1 − aµ−2|+ . . .+ |aν+1 − aν |
≤ 1

(µ− 1)ω3+1
+

1

(µ− 2)ω3+1
+ . . .+

1

νω3+1
.

Επίσης, για κάθε λ ∈ N µε λ ≥ 2 ισχύει

1

λω3+1
<

1

λ2
<

1

λ(λ− 1)
=

1

λ− 1
− 1

λ
,

οπότε έχουµε

|aµ − aν | <
(

1

µ− 2
− 1

µ− 1

)
+

(
1

µ− 3
− 1

µ− 2

)
+ . . .+

(
1

ν − 1
− 1

ν

)

=
1

ν − 1
− 1

µ− 1
<

1

ν − 1
.

΄Οµως, από το (1) έχουµε ότι lim 1
ν−1 = 0, συνεπώς, σύµφωνα µε τον ορισµό του ορίου, ισχύει το

ακόλουθο
(∃ν0 ∈ N)(∀ν ∈ N) µε ν > ν0 ⇒

∣∣∣∣
1

ν − 1

∣∣∣∣ < ε0.

΄Αρα για µ > ν > ν0 έχουµε
|aµ − aν | < 1

ν − 1
< ε0,

δηλαδή ισχύει ότι

(∀ε > 0)(∃ν0 ∈ N)(∀µ, ν ∈ N) µε µ > ν0 και ν > ν0 ⇒ |aµ − aν | < ε,

οπότε η ακολουθία (aν)ν∈N είναι ϐασική.

Θέµα 9.1.4. Χρησιµοποιώντας, κατά περίπτωση, το κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert ή το κριτήριο ν-οστής
ϱίζας του Cauchy, αποδείξτε ότι συγκλίνουν οι παρακάτω σειρές

1.
+∞∑
ν=1

νω4e−ν [50]

2.
+∞∑
ν=2

νν−1

(ω4 + 2)ν−1(ν − 1)!
[50]

Λύση. 1. Αφού
νω4e−ν ≥ 0, ∀ν ∈ N,

εφαρµόζουµε το κριτήριο ν-οστής ϱίζας του Cauchy και έχουµε

lim
ν
√
νω4e−ν = lim

(
ν

ω4
ν e−

ν
ν

)
= e−1 lim( ν

√
ν)ω4 =

1

e
.

Επειδή
0 ≤ 1

e
< 1

η σειρά συγκλίνει.



104 ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

2. Αφού
νν−1

(ω4 + 2)ν−1(ν − 1)!
> 0, ∀ν ≥ 2,

εφαρµόζουµε το κριτήριο του D’ Alembert και έχουµε

lim

(ν+1)ν

(ω4+2)ν(ν)!

ν(ν−1)

(ω4+2)(ν−1)(ν−1)!

= lim
(ω4 + 2)(ν−1)(ν − 1)!(ν + 1)ν

(ω4 + 2)ν(ν)!ν(ν−1)
=

1

ω4 + 2
lim

(
1 +

1

ν

)ν

=
e

ω4 + 2
.

Επειδή
0 ≤ e

ω4 + 2
< 1

η σειρά συγκλίνει.

Θέµα 9.1.5. Εφαρµόζοντας το κριτήριο του Leibniz, αποδείξτε ότι η σειρά

+∞∑
ν=1

(−1)ν+1 ν

(ω5 + 1)ν

συγκλίνει. [100]

Λύση. Θέτουµε
aν =

ν

(ω5 + 1)ν
, ν ∈ N,

και έχουµε ότι προφανώς aν > 0, ∀ν ∈ N. Επίσης, για τυχόν ν ∈ N ισχύει ότι

aν+1

aν
=

ν+1
(ω5+1)ν+1

ν
(ω5+1)ν

=
(ω5 + 1)ν(ν + 1)

(ω5 + 1)ν+1ν
=

ν + 1

(ω5 + 1)ν
.

΄Οµως
(ω5 + 1)ν ≥ 2ν = ν + ν ≥ ν + 1,

οπότε
aν+1

aν
=

ν + 1

(ω5 + 1)ν
≤ 1,

συνεπώς aν+1 ≤ aν , ∀ν ∈ N, δηλαδή η ακολουθία (aν)ν∈N είναι ϕθίνουσα. Επιπλέον, µε τη ϐοήθεια των
κανόνων L’ Hôpital, έχουµε ότι

lim
x→+∞

x

(ω5 + 1)x
= lim

x→+∞
1

(ω5 + 1)x log(ω5 + 1)
= 0,

συνεπώς
lim

ν

(ω5 + 1)ν
= 0.

΄Αρα, σύµφωνα µε το κριτήριο του Leibnitz, η σειρά συγκλίνει.

Θέµα 9.1.6. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : (−∞, 0) → R µε τύπο

f(x) =
x2

ω6x− 1
.

Χρησιµοποιώντας τον ε− δ ορισµό του ορίου, αποδείξτε ότι limx→−∞ f(x) = −∞. [100]

Λύση. Θα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃r > 0)(∀x ∈ (−∞, 0)) µε x < −r ⇒ x2

ω6x− 1
< −1

ε
.

Για τυχόν x < 0, ισχύει ότι

x2

ω6x− 1
< −1

ε
⇔ εx2 > 1− ω6x ⇔ εx2 + ω6x− 1 > 0.
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Οι ϱίζες του πολυωνύµου εx2 + ω6x− 1 είναι οι

x1,2 =
−ω6 ±

√
ω2
6 + 4ε

2ε
,

οπότε

εx2 + ω6x− 1 > 0, ∀x ∈
(
−∞,

−ω6 −
√
ω2
6 + 4ε

2ε

)⋃(
−ω6 +

√
ω2
6 + 4ε

2ε
,+∞

)
.

΄Οµως, αφού x ∈ (−∞, 0), υποχρεωτικά περιοριζόµαστε στο διάστηµα
(
−∞,

−ω6 −
√
ω2
6 + 4ε

2ε

)
.

΄Αρα επιλέγοντας

r =
ω6 +

√
ω2
6 + 4ε

2ε

έχουµε το Ϲητούµενο.

Θέµα 9.1.7. Βρείτε µια, όχι κατ΄ ανάγκη συνεχή, συνάρτηση f : R→ R τέτοια ώστε η ακολουθία (f(ν))ν∈N
να συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό ω7, αλλά το όριο lim

x→+∞
f(x) να µην υπάρχει. [100]

Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) =

{
ω7, αν x ∈ N,
0, αν x ∈ R\N.

Τότε έχουµε f(ν) = ω7, ∀ν ∈ N, οπότε lim f(ν) = limω7 = ω7. Επίσης, ϑεωρούµε την ακολουθία

aν = ν +
1

2
, ν ∈ N,

και έχουµε lim aν = +∞, lim f(aν) = lim f(ν + 1
2 ) = lim 0 = 0. ΄Αρα έχουµε ϐρει δυο ακολουθίες,

τις aν = ν + 1
2 , ν ∈ N, και bν = ν, ν ∈ N, για τις οποίες ισχύει ότι lim aν = +∞ = lim bν , αλλά

lim f(aν) = 0 6= ω7 = lim f(bν). Συνεπώς το limx→+∞ f(x) δεν υπάρχει.

Θέµα 9.1.8. Θεωρούµε τη συνάρτηση f :
(
0,

π

2

)
→ R µε τύπο

f(x) =





sinω8(x), αν x ∈ (
0, π

2

) ∩Q,

cosω8(x), αν x ∈ (
0, π

2

) \Q.
1. Χρησιµοποιώντας τον ακολουθιακό ορισµό της συνέχειας, αποδείξτε ότι το µοναδικό σηµείο του πεδίου

ορισµού της, στο οποίο η συνάρτηση f είναι συνεχής, είναι το σηµείο π

4
. [100]

2. Στα σηµεία στα οποία η f δεν είναι συνεχής, προσδιορίστε το είδος της ασυνέχειας που παρουσιάζει.
[20]

Λύση. 1. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής στο π
4 . Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε τυχούσα

ακολουθία (xν)ν∈N στοιχείων του
(
0, π

2

)
µε limxν = π

4 και την αντιστοιχη ακολουθία των τιµών της
f , (f(xν))ν∈N. Ας είναι (xkν )ν∈N εκείνη η υπακολουθία της (xν)ν∈N που αποτελείται από όλους
τους ϱητούς όρους και (xλν )ν∈N εκείνη η υπακολουθία της (xν)ν∈N που αποτελείται από όλους τους
άρρητους όρους. Τότε

f(xkν ) = sinω8 xkν , ∀ν ∈ N,

και
f(xλν ) = cosω8 xλν , ∀ν ∈ N,

οπότε

lim f(xkν ) = lim sinω8 xkν = sinω8
π

4
=

(√
2

2

)ω8

και

lim f(xλν ) = lim cosω8 xλν = cosω8
π

4
=

(√
2

2

)ω8

,
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δηλαδή ισχύει ότι

lim f(xkν
) = lim f(xλν

) =

(√
2

2

)ω8

,

άρα

lim f(xν) =

(√
2

2

)ω8

και αφού

f
(π
4

)
= cosω8

π

4
=

(√
2

2

)ω8

τελικά έχουµε ότι
lim f(xν) = f(limxν),

συνεπώς η f είναι συνεχής στο π
4 .

Ας είναι τώρα ξ ∈ (
0, π

2

)
µε ξ 6= π

4 . Τότε, για τυχούσα ακολουθία (xν)ν∈N στοιχείων του
(
0, π

2

)
µε

limxν = ξ έχουµε, όπως και προηγούµενα, τις υπακολουθίες (xkν
)ν∈N των ϱητών όρων και (xλν

)ν∈N
των άρρητων όρων και επιπλέον

lim f(xkν ) = lim sinω8 xkν = sinω8 ξ

και
lim f(xλν ) = lim cosω8 xλν = cosω8 ξ.

΄Οµως, αφού ξ 6= π
4 , έχουµε sin ξ 6= cos ξ, συνεπώς sinω8 ξ 6= cosω8 ξ, και έτσι το lim f(xν) δεν υπάρχει,

οπότε η f δεν είναι συνεχής στο ξ 6= π
4 .

2. Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία που κάναµε για να αποδείξουµε ότι η f είναι ασυνεχής στο ξ 6= π
4 ,

αλλά περιορίζοντας την ακολουθία (xν)ν∈N στο διάστηµα (0, ξ), αποδεικνύεται ότι το όριο limx→ξ− f(x)
δεν υπάρχει, συνεπώς η f παρουσιάζει στο ξ ασυνέχεια δεύτερου είδους ή, όπως αλλιώς λέγεται, ουσιώ-
δη ασυνέχεια. Σηµειώνουµε ότι την ίδια διαδικασία ϑα µπορούσαµε να κάνουµε για το limx→ξ+ f(x).

Θέµα 9.1.9. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : [0, 3π] → R µε τύπο

f(x) = ω9(x
2 − 2πx) + (π − x) cosx+ sinx

έχει ακριβώς δύο ϱίζες στο πεδίο ορισµού της, οι οποίες ϐρίσκονται εκατέρωθεν του π. [150]

Λύση. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι η f έχει τουλάχιστον δυο ϱίζες. Πράγµατι, η f είναι συνεχής στο [0, π] και

f(0)f(π) = −ω9π
3 < 0,

άρα, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Bolzano, έχουµε ότι υπάρχει ξ1 ∈ (0, π) τέτοιο ώστε f(ξ1) = 0. Οµοίως,
η f είναι συνεχής στο [π, 3π] και

f(π)f(3π) = −ω9π
2(3π2ω9 + 2π) < 0,

άρα από το ϑεώρηµα του Bolzano προκύπτει ότι υπάρχει ξ2 ∈ (π, 3π) τέτοιο ώστε f(ξ2) = 0. Συνεπώς, η f
έχει τουλάχιστον δυο ϱίζες, τις ξ1 και ξ2.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι η f έχει το πολύ δυο ϱίζες. Πράγµατι, έχουµε ότι

f ′(x) = 0 ⇔ (x− π)(2ω9 + sinx) = 0 ⇔ x = π,

αφού 2ω9 > sinx, ∀x ∈ [0, 3π]. ΄Αρα η f ′ έχει ακριβώς µια ϱίζα στο [0, 3π]. ΄Εστω ότι η f έχει τουλάχιστον
τρεις ϱίζες, τις ρ1 < ρ2 < ρ3. Τότε, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Rolle στο διάστηµα [ρ1, ρ2], έχουµε ότι
υπάρχει k1 ∈ (ρ1, ρ2) τέτοιο ώστε f ′(k1) = 0. Οµοίως, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Rolle στο διάστηµα
[ρ2, ρ3] προκύπτει ότι υπάρχει k2 ∈ (ρ2, ρ3) τέτοιο ώστε f ′(k2) = 0. Από τον τρόπο που προέκυψαν, τα k1
και k2 είναι διαφορετικά, οπότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η f ′ έχει τουλάχιστον δυο ϱίζες, πράγµα
άτοπο αφού αποδείξαµε ότι έχει ακριβώς µια ϱίζα. Το άτοπο προέκυψε από την υπόθεση ότι η f έχει
τουλάχιστον τρεις ϱίζες, άρα τελικά καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η f έχει το πολύ δυο ϱίζες.

∆είξαµε, λοιπόν, ότι η f έχει τουλάχιστον δυο ϱίζες και, ταυτόχρονα, το πολύ δυο ϱίζες. ΄Αρα έχει ακριβώς
δυο ϱίζες.
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Θέµα 9.1.10. Αποδείξτε ότι ισχύουν οι παρακάτω ανισότητες

1. x− y

sin2 x
< ctg(y)− ctg(x) <

x− y

sin2 y
, για κάθε 0 < x < y <

π

2
. [50]

2. (x+ ω10)
1

x−ω10 ≤ ω10e
y

y + 1
, για κάθε x, y ∈ [0, 1]. [100]

Λύση. 1. Για τυχόντα x, y ∈ (
0, π

2

)
µε x < y, από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange για τη

συνάρτηση f(t) = ctg(t) στο διάστηµα [x, y], έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (x, y) τέτοιο ώστε

ctg(y)− ctg(x) = (y − x)

(
− 1

sin2 ξ

)
=

x− y

sin2 ξ
.

΄Οµως ισχύει ότι

0 < x < ξ < y <
π

2
⇒ sin2 x < sin2 ξ < sin2 y ⇒ 1

sin2 y
<

1

sin2 ξ
<

1

sin2 x

οπότε, αφού x− y < 0, έχουµε
x− y

sin2 x
<

x− y

sin2 ξ
<

x− y

sin2 y
,

και έτσι
x− y

sin2 x
< ctg(y)− ctg(x) <

x− y

sin2 y
.

2. Θεωρούµε τις συναρτήσεις
f(x) = (x+ ω10)

1
x−ω10 , x ∈ [0, 1],

και
g(y) =

ω10e
y

y + 1
, y ∈ [0, 1],

οπότε, για x ∈ [0, 1], έχουµε

f ′(x) =
(
(x+ ω10)

1
x−ω10

)′
=

(
elog(x+ω10)

1
x−ω10

)′
=

(
e

1
x−ω10

log(x+ω10)
)′

= (x+ ω10)
1

x−ω10

(
1

(x− ω10)(x+ ω10)
− log(x+ ω10)

(x− ω10)2

)
,

και
g′(y) =

ω10e
yy

(y + 1)2
, y ∈ [0, 1].

Επειδή
log(x+ ω10) ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1],

και
x− ω10 ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1],

έχουµε ότι
f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0, 1].

Επίσης είναι προφανές ότι
g′(y) ≥ 0, ∀y ∈ [0, 1].

΄Αρα η συνάρτηση f είναι ϕθίνουσα στο [0, 1] και η συνάρτηση g είναι αύξουσα στο [0, 1], οπότε
f(x) ≤ f(0) = ω−ω10

10 , ∀x ∈ [0, 1]

και
g(y) ≥ g(0) = ω10, ∀y ∈ [0, 1].

΄Οµως
ω10 ≥ 1

ωω10
10

,

οπότε έχουµε
f(x) ≤ f(0) = ω−ω10

10 ≤ ω10 = g(0) ≤ g(y), ∀x, y ∈ [0, 1].

΄Αρα τελικά ισχύει ότι
f(x) ≤ g(y), ∀x, y ∈ [0, 1],

δηλαδή
(x+ ω10)

1
x−ω10 ≤ ω10e

y

y + 1
, ∀x, y ∈ [0, 1].
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9.2 ΠΤΥΧΙΑΚΗ 2008-2009

Θέµα 9.2.1. Βρείτε µια ακολουθία (aν)ν∈N τέτοια ώστε να πληρούνται και οι δυο ακόλουθες ιδιότητες

1. sup{aν : ν ∈ N} = +∞,

2. inf{aν : ν ∈ N} = −∞. [1.5]

Λύση. Θεωρούµε την ακολουθία

aν =

{
ν, αν ν άρτιος,
−ν, αν ν περιττός.

Για την υπακολουθία (a2ν)ν∈N της ακολουθίας (aν)ν∈N, ισχύει ότι

lim(a2ν) = lim(ν) = +∞,

οπότε το σύνολο {a2ν : ν ∈ N} δεν είναι άνω ϕραγµένο. Από τον ορισµό της έννοιας της υπακολουθίας
προκύπτει άµεσα ότι

{a2ν : ν ∈ N} ⊆ {aν : ν ∈ N},
συνεπώς και το σύνολο {aν : ν ∈ N} δεν είναι άνω ϕραγµένο, δηλαδή

sup{aν : ν ∈ N} = +∞.

Οµοίως, για την υπακολουθία (a2ν−1)ν∈N της ακολουθίας (aν)ν∈N, ισχύει ότι

lim(a2ν−1) = lim(−ν) = −∞,

οπότε το σύνολο {a2ν−1 : ν ∈ N} δεν είναι κάτω ϕραγµένο, συνεπώς και το σύνολο {aν : ν ∈ N} δεν είναι
κάτω ϕραγµένο, δηλαδή

inf{aν : ν ∈ N} = −∞.

Θέµα 9.2.2. Βρείτε µια ακολουθία (aν)ν∈N τέτοια ώστε να πληρούνται και οι τρεις ακόλουθες ιδιότητες

1. το lim a2ν υπάρχει στο R,

2. το lim a2ν−1 υπάρχει στο R,

3. το lim aν δεν υπάρχει. [1.5]

Λύση. Για την ακολουθία

aν =

{
1, αν ν άρτιος,
−1, αν ν περιττός,

έχουµε
lim(a2ν) = lim(1) = 1 ∈ R

και
lim(a2ν−1) = lim(−1) = −1 ∈ R.

Επίσης, επειδή
lim(a2ν) = 1 6= −1 = lim(a2ν−1),

το lim aν δεν υπάρχει.

Θέµα 9.2.3. Βρείτε µια ακολουθία (aν)ν∈N τέτοια ώστε να πληρούνται και οι δυο ακόλουθες ιδιότητες

1. το lim aν υπάρχει στο R,

2. η σειρά
∑∞

ν=1 aν απειρίζεται ϑετικά. [1.5]

Λύση. Για την ακολουθία aν = 1
ν , ν ∈ N, έχουµε

lim(aν) = lim
1

ν
= 0 ∈ R

και ∞∑
ν=1

(aν) =

∞∑
ν=1

1

ν
= +∞.

Η σειρά
∑∞

ν=1
1
ν είναι γνωστή ως αρµονική σειρά.
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Θέµα 9.2.4. Βρείτε µια συνάρτηση f : R→ R τέτοια ώστε να πληρούνται και οι δυο ακόλουθες ιδιότητες

1. το όριο της ακολουθίας
(
f
(
2νπ + π

2

))
ν∈N υπάρχει στο R,

2. το limx→+∞ f(x) δεν υπάρχει. [1.5]

Λύση. Για τη συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) = sinx, x ∈ R,

έχουµε
lim

(
f
(
2νπ +

π

2

))
= lim

(
sin

(
2νπ +

π

2

))
= lim(1) = 1 ∈ R.

Επίσης, για την ακολουθία bν = 2νπ + 3π
2 , ν ∈ N, έχουµε

lim(f(bν)) = lim

(
sin

(
2νπ +

3π

2

))
= lim(−1) = −1.

΄Ετσι, έχουµε ϐρει δυο ακολουθίες, τις aν = 2νπ + π
2 , ν ∈ N, και bν = 2νπ + 3π

2 , ν ∈ N, για τις οποίες
ισχύει ότι

lim aν = lim
(
2νπ +

π

2

)
= +∞ = lim

(
2νπ +

3π

2

)
= lim bν

και

lim(f(aν)) = lim
(
f
(
2νπ +

π

2

))
= 1 6= −1 = lim

(
f

(
2νπ +

3π

2

))
= lim(f(bν)).

΄Αρα το limx→+∞ f(x) δεν υπάρχει.

Θέµα 9.2.5. Βρείτε µια συνάρτηση f : R→ R και ένα σηµείο ξ ∈ R τέτοια ώστε να πληρούνται και οι τρεις
ακόλουθες ιδιότητες

1. το limx→ξ− f(x) υπάρχει στο R,

2. το limx→ξ+ f(x) υπάρχει στο R,

3. η f δεν είναι συνεχής στο ξ. [1.5]

Λύση. Για τη συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) =

{
1, αν x ∈ R\{0},
0, αν x = 0,

και το σηµείο ξ = 0 έχουµε

lim
x→ξ−

f(x) = lim
x→0−

(1) = 1 = lim
x→0+

(1) = lim
x→ξ+

f(x)

και
f(ξ) = f(0) = 0.

Αφού
lim

x→ξ−
f(x) = lim

x→ξ+
f(x) 6= f(ξ),

η f δεν είναι συνεχής στο ξ.

Θέµα 9.2.6. Βρείτε µια συνάρτηση f : R→ R και ένα σηµείο ξ ∈ R τέτοια ώστε να πληρούνται και οι δυο
ακόλουθες ιδιότητες

1. η f είναι συνεχής στο R,

2. η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο ξ. [1.5]
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Λύση. Για τη συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) =

{ −x, αν x < 0,
x, αν x ≥ 0,

και το σηµείο ξ = 0 έχουµε

lim
x→ξ−

f(x) = lim
x→0−

(−x) = 0 = lim
x→0+

(x) = lim
x→ξ+

f(x)

και
f(ξ) = f(0) = 0,

οπότε η f είναι συνεχής στο 0. Επίσης, η f είναι συνεχής στο R\{0} ως πολυωνυµική. ΄Αρα η f είναι
συνεχής στο R. ΄Οµως η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0, αφού

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−
(−x)− 0

x− 0
= lim

x→0−
(−1) = −1,

και
lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x− 0

x− 0
= lim

x→0+
(1) = 1,

δηλαδή

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= −1 6= 1 = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
.

Θέµα 9.2.7. Βρείτε µια συνάρτηση f : R→ R και ένα σηµείο ξ ∈ R τέτοια ώστε να πληρούνται και οι τρεις
ακόλουθες ιδιότητες

1. η f είναι παραγωγίσιµη στο R,

2. f ′(ξ) = 0,

3. η f δεν παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο ξ. [1.5]

Λύση. Για τη συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = x3, x ∈ R, η οποία είναι παραγωγίσιµη στο R ως
πολυωνυµική, και το σηµείο ξ = 0, έχουµε

f ′(x) = 3x2, x ∈ R.

΄Ετσι
f ′(ξ) = f ′(0) = 3(0)2 = 0.

Επίσης, αφού f ′(x) = 3x2 ≥ 0, ∀x ∈ R, η f είναι αύξουσα σε ολόκληρο το R, οπότε δεν παρουσιάζει τοπικό
ακρότατο στο ξ.

9.3 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2009

Σε όλα τα ϑέµατα ισχύει ότι
2 ≤ ωi ≤ 8, i = 1, 2, . . . , 7.

Θέµα 9.3.1. Θεωρούµε το σύνολο

A =

{
sin

π

(ω1 + 1)ν
: ν ∈ N

}

και ϑέτουµε
ω1A = {ω1x : x ∈ A}.

Αποδείξτε ότι

1. τα inf(ω1A) και sup(ω1A) υπάρχουν. [30]

2. inf(ω1A) = 0. [60]

3. ο πραγµατικός αριθµός ω1 δεν είναι το supremum του συνόλου ω1A. [60]
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Λύση. 1. Παρατηρούµε ότι, για τυχόν ν ∈ N, έχουµε

ω1 sin
π

(ω1 + 1)ν
≤ ω1,

συνεπώς το σύνολο ω1A είναι άνω ϕραγµένο, οπότε έχει supremum. Επίσης, για τυχόν ν ∈ N, ισχύει
ότι

ω1 sin
π

(ω1 + 1)ν
≥ −ω1,

οπότε το ω1A είναι και κάτω ϕραγµένο, συνεπώς έχει infimum.

2. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι inf A = 0. Παρατηρούµε ότι

0 ≤ π

(ω1 + 1)ν
≤ π

2
, ∀ν ∈ N,

οπότε επειδή η συνάρτηση f :
[
0, π

2

] → R µε τύπο

f(x) = sinx, x ∈
[
0,

π

2

]
,

είναι αύξουσα στο πεδίο ορισµού της, έχουµε ότι

0 = sin 0 ≤ sin
π

(ω1 + 1)ν
, ∀ν ∈ N.

΄Αρα το µηδέν είναι κάτω ϕράγµα του συνόλου A.
Επιλέγουµε ένα τυχαίο ε > 0. ∆εδοµένου ότι ενδιαφερόµαστε για οσοδήποτε ¨µικρά¨ ε > 0, υποθέ-
τουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι ε < 1. Αναζητούµε x ∈ A τέτοιο ώστε 0 + ε > x. Το x, ως
στοιχείο του συνόλου A, έχει τη µορφή

x = sin
π

(ω1 + 1)νx
,

συνεπώς αρκεί να ϐρούµε ένα ϕυσικό αριθµό νx τέτοιο ώστε

ε > sin
π

(ω1 + 1)νx
.

Γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση
Arcsin : [0, 1] →

[
0,

π

2

]

είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισµού της. ΄Ετσι έχουµε

sin
π

(ω1 + 1)ν
< ε ⇔ Arcsin

(
sin

π

(ω1 + 1)ν

)
< Arcsinε ⇔ π

(ω1 + 1)ν
< Arcsinε

⇔ ν >
π

(ω1 + 1)Arcsinε
⇔ ν ≥

[
π

(ω1 + 1)Arcsinε

]
+ 1.

΄Αρα για

νx =

[
π

(ω1 + 1)Arcsinε

]
+ 1

έχουµε το Ϲητούµενο. Σηµειώνουµε ότι µπορούµε να καταλήξουµε στο ίδιο συµπέρασµα χρησιµο-
ποιώντας το γεγονός ότι

lim sin
π

(ω1 + 1)ν
= 0.

Επιπρόσθετα, αφού ω1 > 0, ισχύει ότι

inf(ω1A) = ω1 inf A = 0.

3. Ο πραγµατικός αριθµός
ω1 sin

π

ω1 +
1
2
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είναι άνω ϕράγµα του συνόλου ω1A, αφού για τυχόν ν ∈ N έχουµε

0 <
π

(ω1 + 1)ν
≤ π

ω1 +
1
2

<
π

2

⇒ sin
π

(ω1 + 1)ν
≤ sin

π

ω1 +
1
2

⇒ ω1 sin
π

(ω1 + 1)ν
≤ ω1 sin

π

ω1 +
1
2

.

΄Οµως
sin

π

ω1 +
1
2

< 1,

οπότε
ω1 sin

π

ω1 +
1
2

< ω1.

΄Αρα, ο αριθµός ω1 είναι γνήσια µεγαλύτερος από ένα άνω ϕράγµα του συνόλου ω1A, συνεπώς δεν
είναι το supremum του ω1A.

Θέµα 9.3.2. ∆ίνεται η ακολουθία (aν)ν∈N µε a1 = 0, a2 = 1 και

aν =
1

ω2
((ω2 − 1)aν−1 + aν−2), ν ≥ 3.

Εξετάστε αν η (aν)ν∈N συγκλίνει και, αν συγκλίνει, ϐρείτε το όριο της. [150]

Λύση. Για τυχόν ν ≥ 3, έχουµε ότι

aν =
1

ω2
((ω2 − 1)aν−1 + aν−2)

⇔ ω2aν = (ω2 − 1)aν−1 + aν−2

⇔ ω2(aν − aν−1) = −(aν−1 − aν−2)

⇔ aν − aν−1 = − 1

ω2
(aν−1 − aν−2),

άρα
|aν − aν−1| = 1

ω2
|aν−1 − aν−2|, ∀ν ≥ 3,

οπότε ισχύει ότι

|a3 − a2| = 1

ω2
|a2 − a1|, |a4 − a3| = 1

ω2
|a3 − a2|, . . . , |aν − aν−1| = 1

ω2
|aν−1 − aν−2|.

Πολλαπλασιάζοντας τις προηγούµενες σχέσεις κατά µέλη, έχουµε

|aν − aν−1| =
(

1

ω2

)ν−2

|a2 − a1| =
(

1

ω2

)ν−2

.

Ας είναι µ, ν ∈ N µε µ > ν ≥ 3. Τότε έχουµε

|aµ − aν | ≤ |aµ − aµ−1|+ |aµ−1 − aµ−2|+ . . . + |aν+2 − aν+1|+ |aν+1 − aν |

=

(
1

ω2

)µ−2

+

(
1

ω2

)µ−3

+ . . . +

(
1

ω2

)ν

+

(
1

ω2

)ν−1

=

(
1

ω2

)ν−1
[
1 +

(
1

ω2

)
+ . . . +

(
1

ω2

)µ−ν−2

+

(
1

ω2

)µ−ν−1
]

=

(
1

ω2

)ν−1 1−
(

1
ω2

)µ−ν

1− 1
ω2

≤
(

1

ω2

)ν−1
ω2

ω2 − 1
→ 0.
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΄Αρα η (aν)ν∈N είναι ϐασική ακολουθία, οπότε συγκλίνει. Για να ϐρούµε το όριο της, παρατηρούµε ότι

l =
1

ω2
((ω2 − 1)l + l) ⇔ ω2l = ω2l,

συνεπώς µε αυτόν τον τρόπο δεν µπορούµε να προσδιορίσουµε το l. Ισχύει όµως ότι

ω2a3 = (ω2 − 1)a2 + a1, ω2a4 = (ω2 − 1)a3 + a2, . . . , ω2aν = (ω2 − 1)aν−1 + aν−2.

Προσθέτοντας τις παραπάνω σχέσεις κατά µέλη, έχουµε

ω2aν = a1 − aν−1 + ω2

ή ισοδύναµα
ω2aν + aν−1 = a1 + ω2 = ω2

και έτσι
(ω2 + 1)l = ω2 ⇔ l =

ω2

1 + ω2
.

΄Αρα
lim aν =

ω2

1 + ω2
.

Θέµα 9.3.3. Χρησιµοποιώντας το κριτήριο δυνάµεων του 2, αποδείξτε ότι η σειρά

+∞∑
ν=1

(log ν)ω3

ν

απειρίζεται ϑετικά. [150]

Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [1,+∞) → R µε τύπο

f(x) =
(log x)ω3

x
,

για την οποία έχουµε
f ′(x) =

1

x2
(log x)ω3−1(ω3 − log x), x ∈ [1,+∞).

Παρατηρούµε ότι η f ′ αλλάζει πρόσηµο στο πεδίο ορισµού της, συνεπώς η f δεν είναι µονότονη στο [1,+∞).
Αν όµως περιοριστούµε στο διάστηµα [eω3 ,+∞) τότε έχουµε

f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ [eω3 ,+∞),

οπότε ο περιορισµός της f στο [eω3 ,+∞) είναι ϕθίνουσα συνάρτηση. ΄Ετσι η ακολουθία

aν =
(log ν)ω3

ν
, ν ≥ [eω3 ] + 1

είναι ϕθίνουσα. Επίσης είναι προφανές ότι

aν ≥ 0, ∀ν ≥ [eω3 ] + 1.

Εφαρµόζοντας το κριτήριο δυνάµεων του 2 έχουµε

+∞∑

ν=[eω3 ]+1

2ν−1 (log 2
ν−1)ω3

2ν−1
=

+∞∑

ν=[eω3 ]+1

((ν − 1)ω3(log 2)ω3) = (log 2)ω3

+∞∑

ν=[eω3 ]

(νω3).

΄Οµως προφανώς
+∞∑

ν=[eω3 ]

(νω3) = +∞,

οπότε
+∞∑

ν=[eω3 ]+1

2ν−1 (log 2
ν−1)ω3

2ν−1
= +∞



114 ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

και έτσι η σειρά
+∞∑

ν=[eω3 ]+1

aν

απειρίζεται ϑετικά. Συνεπώς και η σειρά
+∞∑
ν=1

aν

απειρίζεται ϑετικά.

Θέµα 9.3.4. Χρησιµοποιώντας τον ε− δ ορισµό του ορίου, αποδείξτε ότι

lim
x→ω4

(ω4x
2 + x+ ω4) = ω4(ω

2
4 + 2).

[150]

Λύση. Θα δείξουµε ότι

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ R) µε 0 < |x− ω4| < δ ⇒
∣∣(ω4x

2 + x+ ω4)− (ω4ω
2
4 + ω4 + ω4)

∣∣ < ε.

΄Οµως
∣∣(ω4x

2 + x+ ω4)− (ω4ω
2
4 + ω4 + ω4)

∣∣ =
∣∣ω4(x

2 − ω2
4) + (x− ω4)

∣∣
= |ω4(x− ω4)(x+ ω4) + (x− ω4)|
= |(x− ω4)(ω4(x+ ω4) + 1)|
= |x− ω4| |ω4(x+ ω4) + 1| .

Εµφανίσαµε λοιπόν την παράσταση |x−ω4| για την οποία γνωρίζουµε ότι |x−ω4| < δ. Πρέπει να ϐρούµε ένα
άνω ϕράγµα για την παράσταση |ω4(x+ ω4) + 1|. Χωρίς να κάνουµε την τελική επιλογή του δ, υποθέτουµε
ότι δ ≤ 1, κάτι που δε δηµιουργεί πρόβληµα, αφού ενδιαφερόµαστε για ¨µικρά¨ δ. ΄Ετσι, έχουµε

|x− ω4| < δ ≤ 1 ⇒ − 1 ≤ x− ω4 ≤ 1

⇒ 2ω4 − 1 ≤ x+ ω4 ≤ 2ω4 + 1

⇒ ω4(2ω4 − 1) ≤ ω4(x+ ω4) ≤ ω4(2ω4 + 1)

⇒ ω4(2ω4 − 1) + 1 ≤ ω4(x+ ω4) + 1 ≤ ω4(2ω4 + 1) + 1

⇒ |ω4(x+ ω4) + 1| ≤ ω4(2ω4 + 1) + 1,

οπότε
|x− ω4||ω4(x+ ω4) + 1| < δ(ω4(2ω4 + 1) + 1).

Επιλέγοντας, λοιπόν, το δ να είναι τέτοιο ώστε

δ(ω4(2ω4 + 1) + 1) < ε,

δηλαδή
δ <

ε

ω4(2ω4 + 1) + 1
,

έχουµε το Ϲητούµενο. ΄Αρα τελικά

δ = min

{
1,

ε

ω4(2ω4 + 1) + 1

}
.

Θέµα 9.3.5. Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα του Bolzano, αποδείξτε ότι

1. αν a ∈ (0,+∞) και f : [a, aω5] → [a, a
√
ω5] είναι µια συνεχής συνάρτηση, τότε υπάρχει ξ ∈ [a, a

√
ω5]

τέτοιο ώστε f(ξ) = ξ. [100]

2. η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) = xω5+5 + xω5+4 + xω5+3 + xω5+2 + xω5+1 − ex−ω5 , x ∈ R,
έχει τουλάχιστον µια ϱίζα στο R. [50]
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Λύση. 1. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : [a, aω5] → R µε τύπο

g(x) = f(x)− x, x ∈ [a, aω5].

Η g ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση. ΄Εχουµε

g(a) = f(a)− a.

΄Οµως
f(a) ∈ [a, a

√
ω5] ⇒ f(a) ≥ a ⇒ f(a)− a ≥ 0,

οπότε
g(a) ≥ 0.

Αντίστοιχα, έχουµε
g(aω5) = f(aω5)− aω5.

΄Οµως

f(aω5) ∈ [a, a
√
ω5] ⇒ f(aω5) ≤ a

√
ω5 ≤ aω5

⇒ f(aω5)− aω5 ≤ 0,

οπότε
g(aω5) ≤ 0.

΄Αρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Bolzano, υπάρχει ξ ∈ [a, aω5] τέτοιο ώστε

g(ξ) = 0

ή ισοδύναµα
f(ξ) = ξ.

΄Οµως f(ξ) ∈ [a, a
√
ω5] οπότε και ξ ∈ [a, a

√
ω5].

2. Παρατηρούµε ότι
f(0) = −e−ω5 < 0

και
f(ω5) = ωω5+5

5 + . . . + ωω5+1
5 − 1 > 0.

Επίσης, η f ως άθροισµα συνεχών συναρτήσεων, είναι συνεχής συνάρτηση. ΄Αρα, σύµφωνα µε το
Θεώρηµα του Bolzano, υπάρχει µια τουλάχιστον ϱίζα της f στο διάστηµα (0, ω5).

Θέµα 9.3.6. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) =

{
x2ω6 sin 1

x2ω6−1 , αν x 6= 0

0, αν x = 0

1. είναι παραγωγίσιµη για κάθε x ∈ R. [50]

2. έχει ασυνεχή παράγωγο. [50]

3. σε τυχούσα περιοχή του µηδενός είναι µη-µονότονη. [50]

Λύση. 1. ΄Εχουµε

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0
x2ω6−1 sin

1

x2ω6−1
= 0

οπότε f ′(0) = 0. Επίσης, για x 6= 0, έχουµε

f ′(x) = 2ω6x
2ω6−1 sin

1

x2ω6−1
+ (1− 2ω6) cos

1

x2ω6−1
,

οπότε

f ′(x) =

{
2ω6x

2ω6−1 sin 1
x2ω6−1 + (1− 2ω6) cos

1
x2ω6−1 , αν x 6= 0

0, αν x = 0
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2. Για τις ακολουθίες

xν =
2ω6−1

√
1

2νπ
, ν ∈ N

και

yν = 2ω6−1

√
1

2νπ + π
2

, ν ∈ N

έχουµε
f ′(xν) =

ω6

νπ
sin(2νπ) + (1− 2ω6) cos(2νπ) = 1− 2ω6

και
f ′(yν) =

ω6

νπ + π
4

sin
(
2νπ +

π

2

)
+ (1− 2ω6) cos

(
2νπ +

π

2

)
=

ω6

νπ + π
4

.

΄Ετσι
lim f ′(xν) = 1− 2ω6

και
lim f ′(yν) = 0.

Προφανώς 1− 2ω6 6= 0, οπότε το όριο της f ′ στο σηµείο µηδέν δεν υπάρχει. ΄Αρα η f ′ είναι ασυνεχής
στο µηδέν.

3. Για τις ακολουθίες

aν = 2ω6−1

√
1

2νπ + π
2

, ν ∈ N

και

bν = 2ω6−1

√
1

2νπ + 3π
2

, ν ∈ N

έχουµε
f ′(aν) =

ω6

νπ + π
4

, ∀ν ∈ N,

και
f ′(bν) = − ω6

νπ + 3π
4

, ∀ν ∈ N.

΄Ετσι ισχύει ότι
f ′(aν) > 0, ∀ν ∈ N,

και
f ′(bν) < 0, ∀ν ∈ N,

δηλαδή σε τυχούσα περιοχή του µηδενός η f ′ αλλάζει πρόσηµο, οπότε εκεί η f είναι µη-µονότονη.

Θέµα 9.3.7. Ας είναι a ∈ (0,+∞) και f, g δυο συναρτήσεις ορισµένες στο [a, aω7] µε τιµές στο R, οι οποίες
πληρούν τις ακόλουθες ιδιότητες

1. οι f, g είναι παραγωγίσιµες στο (a, aω7),

2. ισχύει ότι f(a) ≤ g(a),

3. ισχύει ότι f ′(x) ≤ g′(x), ∀x ∈ (a, aω7).

Εξετάστε αν από τις παραπάνω ιδιότητες προκύπτει η σχέση

f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ [a, aω7].

Συγκεκριµένα, στην περίπτωση που η απάντηση είναι καταφατική δώστε πλήρη απόδειξη, ενώ στην περί-
πτωση που η απάντηση είναι αρνητική δώστε κατάλληλο αντιπαράδειγµα. [100]



ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 117

Λύση. Από τις ιδιότητες που έχουν δωθεί, δεν προκύπτει το Ϲητούµενο συµπέρασµα. Για παράδειγµα, για
τις συναρτήσεις f : [1, ω7] → R και g : [1, ω7] → R µε τύπους

f(x) =

{
x, αν x ∈ [1, ω7)

1 + ω7, αν x = ω7

και
g(x) = x, ∀x ∈ [1, ω7]

έχουµε

1. προφανώς οι f, g είναι παραγωγίσιµες στο (1, ω7)

2. ισχύει ότι f(1) = 1 = g(1)

3. ισχύει ότι f ′(x) = 1 = g′(x), ∀x ∈ (1, ω7),

αλλά το Ϲητούµενο συµπέρασµα δεν ισχύει αφού

f(ω7) = 1 + ω7 > ω7 = g(ω7).

Σηµειώνουµε ότι, µε την επιπλέον υπόθεση ότι οι f, g είναι συνεχείς στο σηµείο aω7, το συµπέρασµα
ισχύει.

9.4 ΠΡΩΤΗ ΠΡΟΟ∆ΟΣ 2009–2010

Θέµα 9.4.1. Αν τα σύνολα A,B ⊆ R είναι ϕραγµένα και ξ ∈ R, δείξτε ότι

1. sup(A ∪B) = max{supA, supB} [0.8]

2. inf B − supA = inf{y − x : x ∈ A και y ∈ B} [0.8]

3. sup{ξ + y : y ∈ A} = ξ + supA [0.8]

Λύση. 1. Για τυχόν x ∈ A ∪B έχουµε

• αν x ∈ A τότε
x ≤ supA ≤ max{supA, supB}.

• αν x ∈ B τότε
x ≤ supB ≤ max{supA, supB}.

΄Αρα σε κάθε περίπτωση έχουµε
x ≤ max{supA, supB}

οπότε ο πραγµατικός αριθµός max{supA, supB} είναι άνω ϕράγµα του A ∪B.
΄Εστω ε > 0.

• Αν max{supA, supB} = supA τότε (∃x ∈ A) τέτοιο ώστε

x > supA− ε = max{supA, supB} − ε.

• Αν max{supA, supB} = supB τότε (∃x ∈ B) τέτοιο ώστε

x > supB − ε = max{supA, supB} − ε.

΄Αρα σε κάθε περίπτωση έχουµε ότι (∃x ∈ A ∪B) τέτοιο ώστε

x > max{supA, supB} − ε.

Από τα παραπάνω προκύπτει το Ϲητούµενο.
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2. Για τυχόν z ∈ {y − x : x ∈ A και y ∈ B} έχουµε ότι υπάρχουν u ∈ A και v ∈ B τέτοια ώστε

z = v − u.

΄Ετσι έχουµε
z = v − u ≥ inf B − supA,

οπότε ο πραγµατικός αριθµός inf B − supA είναι κάτω ϕράγµα του {y − x : x ∈ A και y ∈ B}.
΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχουν u ∈ A και v ∈ B τέτοια ώστε

u > supA− ε

και
v < inf B + ε

οπότε
v − u < (inf B + ε)− (supA− ε) = inf B − supA+ 2ε.

Προφανώς v − u ∈ {y − x : x ∈ A και y ∈ B}.
Από τα παραπάνω προκύπτει το Ϲητούµενο.

3. Για τυχόν z ∈ {ξ + y : y ∈ A} έχουµε ότι υπάρχει x ∈ A τέτοιο ώστε

z = ξ + x.

΄Ετσι έχουµε
z = ξ + x ≤ ξ + supA,

οπότε ο πραγµατικός αριθµός ξ + supA είναι άνω ϕράγµα του {ξ + y : y ∈ A}.
΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει x ∈ A τέτοιο ώστε

x > supA− ε

οπότε
ξ + x > ξ + supA− ε.

Προφανώς ξ + x ∈ {ξ + y : y ∈ A}.
Από τα παραπάνω προκύπτει το Ϲητούµενο.

Θέµα 9.4.2. ∆είξτε ότι οι παρακάτω ακολουθίες είναι ϐασικές.

1. aν = 1
ν + 1

ν+1 + . . .+ 1
ν+k , όπου το k είναι ένας σταθερός ϕυσικός αριθµός. [0.9]

2. aν = 1− 1
1! +

1
2! − 1

3! + . . .+ (−1)ν 1
ν! [0.9]

3. aν = 1 + 1
11 + 1

22 + 1
33 + . . .+ 1

νν [0.9]

Λύση. 1. Για τυχόντα µ, ν ∈ N µε µ > ν έχουµε

|aµ − aν | =
∣∣∣∣
(
1

µ
+

1

µ+ 1
+ . . .+

1

µ+ k

)
−
(
1

ν
+

1

ν + 1
+ . . .+

1

ν + k

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
(
1

µ
− 1

ν

)
+

(
1

µ+ 1
− 1

ν + 1

)
+ . . .+

(
1

µ+ k
− 1

ν + k

)∣∣∣∣

≤ µ+ ν

µν
+

µ+ ν

(µ+ 1)(ν + 1)
+ . . .+

µ+ ν

(µ+ k)(ν + k)

≤ µ+ ν

µν
+

µ+ ν

µν
+ . . .+

µ+ ν

µν

= (k + 1)
µ+ ν

µν

= (k + 1)

(
1

µ
+

1

ν

)

< ε,

αν
µ > ν >

[
2(k + 1)

ε

]
+ 1.
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2. Για τυχόντα µ, ν ∈ N µε µ > ν έχουµε

|aµ − aν | =
∣∣∣∣
(
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . .+ (−1)ν

1

ν!
+ . . .+ (−1)µ

1

µ!

)

−
(
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . .+ (−1)ν

1

ν!

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣(−1)ν+1 1

(ν + 1)!
+ . . .+ (−1)µ

1

µ!

∣∣∣∣

≤ 1

(ν + 1)!
+ . . .+

1

µ!

=
1

(ν + 1)!

(
1 +

1

ν + 2
+ . . .+

1

(ν + 2)(ν + 3) . . . µ

)

≤ 1

(ν + 1)!

(
1 +

1

ν + 1
+ . . .+

1

(ν + 1)(ν + 1) . . . (ν + 1)

)

=
1

(ν + 1)!

(
1 +

1

ν + 1
+ . . .+

1

(ν + 1)µ−ν−1

)

=
1

(ν + 1)!



1−

(
1

ν+1

)µ−ν

1− 1
ν+1




≤ 1

(ν + 1)!

(
ν + 1

ν

)

=
1

ν!ν
.

΄Οµως
lim

1

ν!ν
= 0,

οπότε υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε για τυχόν ν ∈ N µε ν > ν0 να ισχύει

1

ν!ν
< ε,

οπότε για µ > ν > ν0 έχουµε το Ϲητούµενο.

3. Για τυχόντα µ, ν ∈ N µε µ > ν έχουµε

|aµ − aν | =
∣∣∣∣
(
1 +

1

11
+

1

22
+ . . .+

1

νν
+

1

(ν + 1)ν+1
+ . . .+

1

µµ

)
−
(
1 +

1

11
+

1

22
+ . . .+

1

νν

)∣∣∣∣

=
1

(ν + 1)ν+1
+ . . .+

1

µµ

≤ 1

2ν+1
+ . . .+

1

2µ

=
1

2ν+1

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

2µ−ν−1

)

=
1

2ν+1

(
1− (

1
2

)µ−ν

1− 1
2

)

≤ 2

2ν+1
=

1

2ν
.

΄Οµως
lim

1

2ν
= 0,

οπότε υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε για τυχόν ν ∈ N µε ν > ν0 να ισχύει

1

2ν
< ε,

οπότε για µ > ν > ν0 έχουµε το Ϲητούµενο.
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Θέµα 9.4.3. Εξετάστε αν οι παρακάτω σειρές συγκλίνουν.

1.
∑+∞

ν=1
(ν!)2

(2ν)! [0.8]

2.
∑+∞

ν=1 ν
2e−ν [0.8]

3.
∑+∞

ν=1 e
−ν2 [0.8]

4.
∑+∞

ν=1 ν!ν
−ν [0.8]

5.
∑+∞

ν=2
νν−1

3ν−1(ν−1)! [0.8]

6.
∑+∞

ν=1
10ν+3
2νν [0.9]

Λύση. 1. ΄Εχουµε

aν+1

aν
=

((ν + 1)!)2(2ν)!

(2(ν + 1))!(ν!)2

=
(ν!)2(ν + 1)2(2ν)!

(2ν)!(2ν + 1)(2ν + 2)(ν!)2

=
(ν + 1)2

(2ν + 1)(2ν + 2)
.

Προφανώς

lim
aν+1

aν
= lim

(ν + 1)2

(2ν + 1)(2ν + 2)
=

1

4

οπότε, αφού 0 ≤ 1
4 < 1 και σύµφωνα µε το κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert, η σειρά συγκλίνει.

2. ΄Εχουµε
aν+1

aν
=

(ν + 1)2eν

ν2eν+1
=

(
1 +

1

ν

)2
1

e
.

Προφανώς

lim
aν+1

aν
= lim

((
1 +

1

ν

)2
1

e

)
=

1

e

οπότε, αφού 0 ≤ 1
e < 1 και σύµφωνα µε το κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert, η σειρά συγκλίνει.

3. ΄Εχουµε
ν
√
aν =

ν
√
e−ν2 = e−ν =

1

eν
.

Προφανώς
lim ν

√
aν = lim

1

eν
= 0

οπότε, αφού 0 ≤ 0 < 1 και σύµφωνα µε το κριτήριο ν−οστής ϱίζας του Cauchy, η σειρά συγκλίνει.

4. ΄Εχουµε

aν+1

aν
=

(ν + 1)!νν

(ν + 1)ν+1ν!

=
ν!(ν + 1)νν

(ν + 1)ν(ν + 1)ν!

=

(
ν

ν + 1

)ν

=
1(

ν+1
ν

)ν

=
1(

1 + 1
ν

)ν .

Προφανώς
lim

aν+1

aν
= lim

1(
1 + 1

ν

)ν =
1

e

οπότε, αφού 0 ≤ 1
e < 1 και σύµφωνα µε το κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert, η σειρά συγκλίνει.
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5. ΄Εχουµε
aν+1

aν
=

(ν + 1)ν3ν−1(ν − 1)!

3νν!νν−1
=

1

3

(
1 +

1

ν

)ν

.

Προφανώς

lim
aν+1

aν
= lim

1

3

(
1 +

1

ν

)ν

=
e

3

οπότε, αφού 0 ≤ e
3 < 1 και σύµφωνα µε το κριτήριο πηλίκων του D’ Alembert, η σειρά συγκλίνει.

6. Θεωρούµε την bν = 1
2ν και έχουµε

lim
aν
bν

= lim
10ν + 3

ν
= 10,

άρα, σύµφωνα µε το οριακό κριτήριο σύγκρισης σειρών, η συµπεριφορά της
∑+∞

ν=1 aν ως προς τη
σύγκλιση είναι η ίδια µε αυτήν της

∑+∞
ν=1 bν . ΄Εχουµε

lim
ν

√
1

2ν
=

1

2
.

Αφού 0 ≤ 1
2 < 1 και σύµφωνα µε το κριτήριο ν−οστής ϱίζας του Cauchy, η

∑+∞
ν=1 bν συγκλίνει, άρα

και η
∑+∞

ν=1 aν συγκλίνει.

9.5 ∆ΕΥΤΕΡΗ ΠΡΟΟ∆ΟΣ 2009–2010

Θέµα 9.5.1. ∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [
0, π

2

]
τέτοιο ώστε

lim
x→ξ

sinx− sin ξ − ξx+ ξ2

x− ξ
= 0.

[2.0]

Λύση. ΄Εχουµε

lim
x→ξ

sinx− sin ξ − ξx+ ξ2

x− ξ
= 0

⇔ lim
x→ξ

sinx− sin ξ − ξ(x− ξ)

x− ξ
= 0

⇔ lim
x→ξ

(
sinx− sin ξ

x− ξ
− ξ

)
= 0

⇔ lim
x→ξ

sinx− sin ξ

x− ξ
= ξ

⇔ cos ξ = ξ,

συνεπώς αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει ξ ∈ [
0, π

2

]
τέτοιο ώστε cos ξ = ξ. Αυτό όµως προκύπτει άµεσα

από το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer, αφού η συνάρτηση f(x) = cosx, x ∈ [
0, π

2

]
, είναι συνεχής

και παίρνει τιµές στο
[
0, π

2

]
.

Θέµα 9.5.2. ΄Εστω a < c < b και f : [a, b] → R µια παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της συνάρτηση, µε
τις ιδιότητες

1. η f ′ είναι συνεχής στο [a, b],

2. η f ′ είναι παραγωγίσιµη στο (a, b),

3. ισχύει η σχέση
f(b)− f(c)

b− c
=

f(c)− f(a)

c− a
.

∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0. [2.0]
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Λύση. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Lagrange, για τη συνάρτηση f ′, στα διαστήµατα (a, c)
και (c, b) έχουµε ότι υπάρχουν ξ1 ∈ (a, c) και ξ2 ∈ (c, b) τέτοια ώστε

f ′(ξ1) =
f(c)− f(a)

c− a

και
f ′(ξ2) =

f(b)− f(c)

b− c
.

΄Οµως έχουµε ότι
f(b)− f(c)

b− c
=

f(c)− f(a)

c− a

οπότε f ′(ξ1) = f ′(ξ2). Το συµπέρασµα προκύπτει εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Rolle, στο διάστηµα
(ξ1, ξ2).

Θέµα 9.5.3. Ας είναι f : R→ R µια παραγωγίσιµη και περιοδική, µε περίοδο T , συνάρτηση. ∆είξτε ότι η
f ′ είναι περιοδική µε περίοδο T . [2.0]

Λύση. Για τυχόν ξ ∈ R, έχουµε

f ′(ξ + T ) = lim
x→ξ+T

f(x)− f(ξ + T )

x− (ξ + T )

= lim
(x−T )→ξ

f(x)− f(ξ + T )

x− (ξ + T )

= lim
y→ξ

f(y + T )− f(ξ + T )

(y + T )− (ξ + T )

= lim
y→ξ

f(y)− f(ξ)

y − ξ

= f ′(ξ).

Θέµα 9.5.4. Ας είναι f : R→ R και g : R→ R δυο συναρτήσεις, µε τις ιδιότητες

1. f(x) = x+ a, ∀x ∈ R, όπου a ∈ R είναι µια σταθερά,

2. η g είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της,

3. f ◦ g = g ◦ f .
∆είξτε ότι η g′ είναι περιοδική, µε περίοδο a. [2.0]

Λύση. Αρχικά παρατηρούµε ότι για τυχόν x ∈ R έχουµε

(f ◦ g)(x) = (g ◦ f)(x) ⇔ f(g(x)) = g(f(x)) ⇔ g(x) + a = g(x+ a).

΄Ετσι, για τυχόν ξ ∈ R, ισχύει ότι

g′(ξ + a) = lim
x→ξ+a

g(x)− g(ξ + a)

x− (ξ + a)

= lim
(x−a)→ξ

g(x)− g(ξ)− a

x− (ξ + a)

= lim
y→ξ

g(y + a)− g(ξ)− a

(y + a)− (ξ + a)

= lim
y→ξ

g(y) + a− g(ξ)− a

y − ξ

= lim
y→ξ

g(y)− g(ξ)

y − ξ

= g′(ξ).

Συνεπώς η συνάρτηση g είναι περιοδική, µε περίοδο a.
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Θέµα 9.5.5. Ας είναι f : I → R, όπου I ένα διάστηµα της πραγµατικής ευθείας, µια παραγωγίσιµη στο
πεδίο ορισµού της συνάρτηση, τέτοια ώστε η παράγωγος της να µηδενίζεται σε ολόκληρο το διάστηµα I εκτός
από ένα πεπερασµένο πλήθος σηµείων του. ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή στο I. [2.0]
Λύση. Ας είναι n ∈ N και x1, x2, . . . , xn τα σηµεία του διαστήµατος I στα οποία η f ′ δεν µηδενίζεται.
Τότε σε κάθε διάστηµα της µορφής (xj , xj+1), j = 1, 2, . . . , n − 1 , η συνάρτηση f είναι σταθερή, δηλαδή
υπάρχουν cj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n− 1 , τέτοια ώστε f(x) = cj , για κάθε x ∈ (xj , xj+1). ΄Οµως η συνάρτηση
f είναι συνεχής στο I ως παραγωγίσιµη σε αυτό, οπότε υπάρχει c ∈ R τέτοιο ώστε c1 = c2 = . . . = cn = c
και επιπλέον f(xj) = c, j = 1, 2, . . . , n− 1 , δηλαδή η f είναι σταθερή στο διάστηµα I.

9.6 ΦΕΒΡΟΥΑΡΙΟΣ 2010

Σε όλα τα ϑέµατα ισχύει ότι
2 ≤ ωi ≤ 8, i = 1, 2, 3, 4.

Θέµα 9.6.1. Εξετάστε αν η ακολουθία (xν)ν∈N µε x1 = ω1 και

xν+1 =
1

2

(
xν +

ω1

xν

)
, ν ∈ N,

έχει υπακολουθία η οποία να συγκλίνει στο √
ω1. [2.0]

Λύση. Η ακολουθία (xν)ν∈N είναι κάτω ϕραγµένη. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας µαθηµατική επαγωγή,
έχουµε
• x1 = ω1 > 0.

• ΄Εστω ότι xµ > 0. Τότε

xµ+1 =
1

2

(
xµ +

ω1

xµ

)
> 0.

Συνεπώς, τελικά έχουµε ότι xν > 0, για όλα τα ν ∈ N, δηλαδή το µηδέν είναι ένα κάτω ϕράγµα της (xν),
ν ∈ N.

Επίσης, η ακολουθία (xν)ν∈N είναι ϕθίνουσα. Πράγµατι, για ν ≥ 2, έχουµε
(
xν − ω1

xν

)2

≥ 0

συνεπώς

x2
ν +

ω2
1

x2
ν

≥ 2ω1,

και έτσι

x2
ν+1 =

1

4

(
xν +

ω1

xν

)2

=
1

4

(
x2
ν + 2ω1 +

ω2
1

x2
ν

)

=
1

4

(
x2
ν +

ω2
1

x2
ν

)
+

ω1

2

≥ 1

4
(2ω1) +

1

2
ω1

= ω1,

δηλαδή
x2
ν+1 ≥ ω1, ∀ν ≥ 2.

΄Ετσι, για τυχόν ν ≥ 2, ισχύει ότι

xν − xν+1 = xν − 1

2

(
xν +

ω1

xν

)

=
1

2

(
xν − ω1

xν

)

=
1

2

x2
ν − ω1

xν

≥ 0,
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οπότε η (xν)ν∈N είναι ϕθίνουσα.
Συνεπώς, ως ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη, η ακολουθία (xν)ν∈N συγκλίνει, έστω στον πραγµατικό

αριθµό l. Για να προσδιορίσουµε το l, έχουµε

xν+1 =
1

2

(
xν +

ω1

xν

)
⇒ l =

1

2

(
l +

ω1

l

)
⇒ l =

ω1

l
⇒ l = ±√

ω1.

΄Οµως η περίπτωση l = −√
ω1 απορρίπτεται, αφού η (xν)ν∈N είναι µια ακολουθία µη αρνητικών όρων,

συνεπώς κάθε υπακολουθία της (xν)ν∈N συγκλίνει στο √
ω1.

Θέµα 9.6.2. ∆είξτε ότι αν (aν)ν∈N είναι µια ακολουθία ϑετικών όρων, τέτοια ώστε η σειρά
∑∞

ν=1 aν να
συγκλίνει, τότε και οι σειρές

1.
∑∞

ν=1 a
2
ν

2.
∑∞

ν=1 aνaν+1

συγκλίνουν. [2.0]

Λύση. Αφού η σειρά
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει, έχουµε ότι

lim aν = 0,

άρα αφού aν ≥ 0, ν ∈ N, έχουµε ότι υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε

0 < aν < 1, ∀ν ≥ ν0.

΄Ετσι, για τυχόν ν ≥ ν0, έχουµε a2ν < aν και aνaν+1 < aν . Το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα από το
κριτήριο σύγκρισης σειρών.

Θέµα 9.6.3. ∆είξτε ότι αν µια συνάρτηση f : R→ R πληροί τις ιδιότητες

1. η f είναι περιοδική µε περίοδο ω2

2. υπάρχει το όριο limx→+∞ f(x)

τότε είναι σταθερή. [2.0]

Λύση. ΄Εστω ότι
lim

x→+∞
f(x) = l.

Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι σταθερή και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Αφού δεν είναι σταθερή, υπάρχουν
y,m ∈ R τέτοια ώστε

f(y) = m 6= l.

΄Οµως, για τυχόν ν ∈ N έχουµε ότι
f(y) = f(y + νω2)

οπότε
f(y + νω2) = m 6= l, ∀ν ∈ N.

Συνεπώς
lim
ν→∞

f(y + νω2) = m 6= l,

το οποίο είναι άτοπο, αφού
lim
x→∞

f(x) = l.

Θέµα 9.6.4. ∆είξτε ότι αν µια συνάρτηση f : [ω3, 2ω3] → R πληροί τις ιδιότητες

1. η f είναι συνεχής

2. f(ω3)f(2ω3) < 0

τότε υπάρχει ξ ∈ [ω3, 2ω3] τέτοιο ώστε

ω3f(ω3) + 2ω3f(2ω3) = 3ω3f(ξ).

[2.0]
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Λύση. Παρατηρούµε ότι η σχέση

ω3f(ω3) + 2ω3f(2ω3) = 3ω3f(ξ)

είναι ισοδύναµη µε την
ω3(f(ω3)− f(ξ)) + 2ω3(f(2ω3)− f(ξ)) = 0,

συνεπώς ϑεωρούµε τη συνάρτηση g : [ω3, 2ω3] → R µε τύπο

g(x) = ω3(f(ω3)− f(x)) + 2ω3(f(2ω3)− f(x)) = 0.

Η g είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της και επιπλέον

g(ω3)g(2ω3) = −2ω2
3(f(ω3)− f(2ω3))

2 < 0.

΄Ετσι, από το Θεώρηµα του Bolzano, έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ [ω3, 2ω3] τέτοιο ώστε g(ξ) = 0 ή ισοδύναµα

ω3f(ω3) + 2ω3f(2ω3) = 3ω3f(ξ).

Θέµα 9.6.5. ∆είξτε ότι αν µια συνάρτηση f : [0, ω4] → R πληροί τις ιδιότητες

1. η f είναι συνεχής στο [0, ω4] και παραγωγίσιµη στο (0, ω4)

2. f(0) = 0

τότε υπάρχει ξ ∈ (0, ω4) τέτοιο ώστε
f(ξ) = (ω4 − ξ)f ′(ξ).

[2.0]

Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : [0, ω4] → R µε τύπο

g(x) = (ω4 − x)f(x).

Η g είναι παραγωγίσιµη και µάλιστα έχουµε

g′(x) = −f(x) + (ω4 − x)f ′(x), x ∈ [0, ω4].

Επίσης
g(0) = 0 = g(ω4),

οπότε από το Θεώρηµα του Rolle, υπάρχει ξ ∈ (0, ω4) τέτοιο ώστε

g′(ξ) = 0

ή ισοδύναµα
f(ξ) = (ω4 − ξ)f ′(ξ).


