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Περίληψη

Το κείμενο που ακολουθεί, ασχολείται στο πρώτο μέρος με την ανάδειξη

μιας παρενέργειας που προκαλεί η υποβάθμιση του ρόλου της Γεωμετρί-

ας στα σχολικά Μαθηματικά, μέσω της μελέτης της περίπτωσης που

ανέκυψε με τη λανθασμένη διατύπωση του θέματος Γ (παλαιού τύπου)

των Μαθηματικών στις πανελλαδικές εξετάσεις του 2020. Διατυπώνε-

ται μια πρόταση για τη διδακτική αξιοποίηση του θέματος. Κατόπιν, στο

δεύτερο μέρος δίνονται στοιχεία για την ιστορική διαδρομή του θέματος

αυτού. Στο τρίτο μέρος δίνεται μια μελέτη του γενικευμένου προβλή-

ματος της εγγραφής του τριγώνου με το μέγιστο εμβαδόν σε δοσμένο

κύκλο.
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Jean Dieudonné: «Να φύγει ο Ευκλεί-

δης».
1

Douglas Quadling: «Ο Ευκλείδης έχει φύ-

γει, αλλά στο κενό που άφησε πίσω του επι-

κρατεί χάος».
2

1 Μέρος πρώτο

1.1 Εισαγωγή: Η «γεωμετρική σκέψη»

− Και γιατί τα σημεία να είναι συνευθειακά;

− Μα τι λέτε κύριε. Μάς δουλεύετε; Τι άλλο μπορεί να

είναι; Αφού φαίνεται στο σχήμα.

΄Οσοι διδάσκουν, αλλά δεν θυμούνται να έχουν ζήσει

τέτοιους διαλόγους στην τάξη ή όσοι συμφωνούν με τη

γνώμη των μαθητών, ας σταματήσουν την ανάγνωση του

κειμένου εδώ.

Δεν θα αναφερθώ γενικώς στην υποβάθμιση της διδα-

σκαλίας της Γεωμετρίας στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση τα

τελευταία χρόνια. Υπάρχουν άφθονες σχετικές εργασίες

και αναφορές για την αναγκαιότητα διδασκαλίας της Ευ-

κλείδειας Γεωμετρίας,
3
καθώς και φωνές αγωνίας για τις

επιπτώσεις της ελλιπούς ενασχόλησης των μαθητών με την

αναλυτική και συνθετική μέθοδο απόδειξης και διερεύνη-

σης που προάγει η Γεωμετρία.

Θα αναφερθώ σε μια παρενέργεια που προκαλεί η υπο-

βάθμιση του ρόλου της Γεωμετρίας στα σχολικά Μαθημα-

τικά, μέσω της μελέτης μιας περίπτωσης, με αφορμή ένα

θέμα των πανελλαδικών εξετάσεων.

Η (όποια) ενασχόληση των μαθητών με τη Γεωμετρί-

α στο Λύκειο έχει εγκλωβιστεί αυστηρά στα πλαίσια του

ομότιτλου μαθήματος της Α΄ και Β΄ Λυκείου. Στη συνεί-

δηση των μαθητών
4
η Γεωμετρία φαντάζει ως μια «νεκρή»

γλώσσα, όπως π.χ. τα Λατινικά, που δεν είναι καν εξετα-

ζόμενο μάθημα στη Β΄ Λυκείου και η ενασχόλησή τους μ’

αυτήν δεν αποτελεί προαπαιτούμενο για την επιτυχία τους

στις Πανελλαδικές εξετάσεις. Την κύρια ευθύνη γι’ αυτό

έχει ο προσανατολισμός των Αναλυτικών προγραμμάτων

Σπουδών των τελευταίων ετών, που ουσιαστικά απεμπολεί

τη γεωμετρική σκέψη από την δευτεροβάθμια εκπαίδευση,

αφού «ότι δεν εξετάζεται, πεθαίνει».

΄Ετσι, οι όποιες προσπάθειες των διδασκόντων να α-

ναδείξουν την αξία της μεθοδολογίας αντιμετώπισης των

γεωμετρικών προβλημάτων (ανάλυση, σύνθεση, απόδειξη,

διερεύνηση), προσκρούουν σε ένα τείχος άρνησης, ακόμα

κι από μαθητές που εν δυνάμει θα είχαν την ικανότητα να

κατανοήσουν σε βάθος τις έννοιες αυτές. Σιγά-σιγά οι

προσπάθειες ατονίζουν, η διδασκαλία προσαρμόζεται στις

δυνατότητες των συμμετεχόντων και το μάθημα μετατρέ-

πεται σε μια τυπική διαδικασία (για την πλειοψηφία των

μαθητών). Ταυτόχρονα κι εμείς (: οι διδάσκοντες, οι συγ-

γραφείς μαθηματικών βιβλίων, οι θεματοδότες) προσαρμο-

ζόμαστε σε μεγάλο βαθμό σ’ αυτήν την κατάσταση και τα

αντανακλαστικά μας ατονίζουν. Κατά κανόνα σκεπτόμα-

στε «γεωμετρικά» όταν έχουμε να αντιμετωπίσουμε ατόφιο

γεωμετρικό πρόβλημα κι όχι όταν σε ένα πρόβλημα π.χ.

Ανάλυσης ή ΄Αλγεβρας εμπλέκονται γεωμετρικές έννοιες.

΄Ισως ο παραπάνω αφορισμός να φαίνεται υπερβολικός και

άδικα ισοπεδωτικός. Ας δούμε, όμως, ένα παράδειγμα, που

επεξηγεί την παραπάνω απόψη:

Στο βιβλίο Μαθηματικών της Γ΄ Γυμνασίου,
5
στο κε-

φάλαιο Α. 3.3 (Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος)

υπάρχει η εξής άσκηση:

Τα κέντρα δύο κύκλων που εφάπτονται εσω-

τερικά απέχουν 12cm. Αν οι κύκλοι μετατοπι-

σθούν έτσι ώστε να εφάπτονται εξωτερικά τό-

τε τα κέντρα τους απέχουν 58cm. Να βρείτε

τις ακτίνες των δύο κύκλων.

Πριν διαβάσετε τα σχόλια παρακάτω δώστε μια λύση

στην άσκηση αυτή απευθυνόμενοι σε μαθητές Γ΄ Γυμνα-

σίου. Εννοείται ότι γνωρίζετε το Αναλυτικό Πρόγραμμα

Σπουδών των Μαθηματικών Δημοτικού και Γυμνασίου.

Εδώ ακριβώς είναι το ενδιαφέρον! Οι σχετικές θέσεις

δύο κύκλων πρωτοδιδάσκονται στην Α΄ Λυκείου,
6
άρα οι

μαθητές του Γυμνασίου καλούνται να απαντήσουν στο πρό-

βλημα διαισθητικά, αποδεχόμενοι ότι η διάκεντρος διέρχε-

ται από το σημείο επαφής, αφού «φαίνεται»! Ομολογώ ότι

από το 2007, που διδάσκεται το βιβλίο αυτό, δεν έκανα

τέτοιες σκέψεις και ποτέ, μα ποτέ, μαθητές δεν με προ-

κάλεσαν με σχετικό ερώτημα. Ανάμεσά τους και μαθητές

που τα επόμενα χρόνια αρίστευσαν στις πανελλαδικές εξε-

τάσεις. Μόνο τώρα, έχοντας στο μυαλό μου το συμβάν,

που θα δούμε παρακάτω, συνδύασα τα θέματα αυτά.

Δεν υπάρχουν «επίσημες» λύσεις στο πρόβλημα, οπό-

τε δεν ξέρουμε αν οι συγγραφείς ήθελαν να γίνει ειδική

αναφορά στην εξήγηση της συνευθειακότητας των τριών

1
Σεμινάριο Royaumont, 1959
2
Βλέπε στο [1], σ. 11

3
Από την απέραντη σχετική βιβλιογραφία, αναφέρουμε ως χαρα-

κτηριστικά τα [2], [3] και την εισαγωγή από το [1], σσ. 11-26.
4
Ας επιτραπεί εδώ μια γενίκευση. Γράφοντας «οι μαθητές» ανα-

φερόμαστε στην πλειοψηφική τάση και αντίληψη. Προφανώς, υπάρ-

χουν πάντα φωτεινές εξαιρέσεις.
5
Στο [4], σ.137

6
Στη σελίδα 70 της Ευκλείδειας Γεωμετρίας Α΄ Λυκείου (βλ.

[5]) η ιδιότητα «το σημείο επαφής είναι σημείο της διακέντρου» α-

ποδεικνύεται με άτοπο, αλλά το άτοπο συμπέρασμα (δ < R + ρ) προ-

κύπτει από την ικανή και αναγκαία συνθήκη επαφής δύο κύκλων,

η οποία στο βιβλίο συνάγεται διαισθητικά από το σχήμα (βλ. λίγο

παραπάνω στην ίδια σελίδα). Αυτό είναι αποτέλεσμα της όλο και

μεγαλύτερης διείσδυσης της εποπτείας (εις βάρος της θεωρητικής

προσέγγισης) στη διδασκαλία της Ευκλείδειας γεωμετρίας. Στο συ-

γκεκριμένο ζήτημα το πρόγραμμα σπουδών, σύμφωνα με το οποίο

γράφτηκε το βιβλίο, αναφέρει ότι οι σχετικές θέσεις δύο κύκλων θα

διαπιστωθούν εποπτικά. Στα παλαιότερα βιβλία οι προτάσεις αυτές

αποδεικνύονταν. Δείτε, π.χ. στο [6], σσ.129-130.
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σημείων ή όχι (πιστεύω, μάλλον όχι). Πάντως, με μια μικρή

αναζήτηση στα βιβλία λύσεων που κυκλοφορούν ελεύθερα

στο διαδίκτυο, στα τρία πρώτα βρέθηκαν τα εξής:

Στο πρώτο δίνεται απευθείας το σύστημα

{
R − ρ = 12
R + ρ = 58

και στη συνέχεια επιλύεται δίχως άλλη εξήγηση.

Στο δεύτερο αναφέρεται: Αν x και y οι ακτίνες με

x > y, σύμφωνα με την εκφώνηση, όταν εφάπτονται εσω-

τερικά θα ισχύει

x − y = 12 (1)

και εξωτερικά θα ισχύει

x + y = 58 (2)

κ.ο.κ.

Στο τρίτο γράφεται: Αν ρ1,ρ2 είναι οι ακτίνες των δύο

κύκλων με ρ1 > ρ2, από τη Γεωμετρία έχουμε ότι, όταν

εφάπτονται εσωτερικά ισχύει

ρ1 − ρ2 = 12 (1′)

και όταν εφάπτονται εξωτερικά ισχύει

ρ1 + ρ2 = 58 (2′)

Εδώ λοιπόν τίθεται ένα ερώτημα: Ποιος πρέπει να εί-

ναι ο στόχος αυτού του προβλήματος; Ο πρώτος στόχος

μας είναι η επίλυση συστήματος, οπότε η γεωμετρική δια-

τύπωση καλείται απλώς να αναδείξει τη χρησιμότητα των

συστημάτων στην επίλυση προβλημάτων ή μήπως η άλγε-

βρα (εδώ η επίλυση συστήματος) είναι απλώς το εργαλείο

για την αντιμετώπιση ενός γεωμετρικού προβλήματος;

Αν επιλέξουμε το πρώτο, ας μεταφέρουμε αυτό το πρό-

βλημα στην Α΄ Λυκείου, όταν θα έχει συζητηθεί (έστω κι

εποπτικά) η συνευθειακότητα των σημείων. Αν επιλέξου-

με το δεύτερο, έχουμε μια καλή αφορμή να παρακινήσουμε

κάποιους μαθητές θέτοντας το ερώτημα με το οποίο ξε-

κινήσαμε το κείμενο αυτό: «Και γιατί τα σημεία να είναι

συνευθειακά;». Συνεχίζοντας το διάλογο, αντικρούουμε

τον ισχυρισμό: «φαίνεται στο σχήμα», λέγοντας ότι πολ-

λές φορές τα φαινόμενα απατούν και ότι η Γεωμετρία είναι

άρρηκτα συνδεδεμένη με την απόδειξη και την εξήγηση των

φαινομένων.

Θα αποδείξουμε, λοιπόν ότι το σημείο επαφής δύο κύ-

κλων είναι στην ευθεία της διακέντρου τους. Μια ενδια-

φέρουσα και κατανοητή σε μαθητές Γυμνασίου απόδειξη

είναι η εξής: Αρχικά, έχουμε ως δεδομένα ότι κάθε διάμε-

τρος είναι άξονας συμμετρίας του κύκλου και ότι η ευθεία

της διακέντρου περιέχει διαμέτρους και των δύο κύκλων,

άρα είναι άξονας συμμετρίας όλου του σχήματος. Επίσης,

ότι το σημείο επαφής δύο κύκλων είναι μοναδικό. Κά-

νοντας λοιπόν, μια ψευδή υπόθεση (τους εισάγουμε έτσι

στην έννοια της εις άτοπον απαγωγής), λέμε: ΄Εστω ότι η

διάκεντρος δεν περνά από το κοινό σημείο τους.

K Λ

Α΄

Α

Τότε αυτό το σημείο θα έχει το συμμετρικό του, ως προς

τη διάκεντρο, πάνω στο ίδιο το σχήμα, άρα θα είχαμε δύο

σημεία τομής, που δεν μπορεί να συμβαίνει. ΄Αρα η διάκε-

ντρος περιέχει το σημείο επαφής των δύο κύκλων.

Προφανώς, δεν προτείνω, να εκτροχιάσουμε το μάθημά

μας, κάνοντας τέτοιες υπερβάσεις κάθε φορά που συναντά-

με ένα παρόμοιο θέμα. Θέλω, απλώς, να αναδείξω το πόσο

δύσκολο, μα συνάμα σημαντικό είναι να μην ατονίζει το

γεωμετρικό μας ένστικτο στην πράξη της διδασκαλίας.

Η προβληματική αυτή κατάσταση μπορεί να μένει στην

αφάνεια για χρόνια, αλλά αρκεί ένα «ατυχές» συμβάν για

να έλθει στην επιφάνεια. Ας δούμε λοιπόν ως μια πολύ

ενδιαφέρουσα «μελέτη περίπτωσης» αυτό που συνέβη στις

Πανελλαδικές εξετάσεις του 2020, στις εξετάσεις «παλαιού

τύπου» και έφερε στην επιφάνεια το φαινόμενο που περι-

γράψαμε παραπάνω.

1.2 Το χρονικό

Επειδή σε πολλά Λύκεια της χώρας δεν ολοκληρώθηκε η

διδασκαλία της διδακτέας ύλης, εξαιτίας της πανδημίας του

covid 19, δόθηκε η δυνατότητα στους τελειόφοιτους να

επιλέξουν αν θέλουν να εξεταστούν στις πανελλαδικές ε-

ξετάσεις των ημερησίων ΓΕΛ του 2020 με θέματα «νέου

τύπου» με μειωμένη ύλη ή με θέματα «παλαιού τύπου»,

που κάλυπταν όλη τη διδακτέα ύλη. Οι απόφοιτοι παλαιών

ετών εξετάστηκαν με τα θέματα «παλαιού τύπου». Οι υπο-

ψήφιοι γνώριζαν ότι όσοι εξεταστούν στα θέματα «παλαιού

τύπου» θα καταλάβουν το 9,51% επί των θέσεων του αριθ-

μού εισακτέων που αντιστοιχούν στην κατηγορία των συμ-

μετεχόντων στις πανελλαδικές εξετάσεις ημερησίων ΓΕΛ

2020. Τελικά λίγοι περίπου 9,51% επί του συνόλου των

υποψηφίων επέλεξαν να εξεταστούν στα θέματα παλαιού

τύπου.
7

1.3 Η διατύπωση του θέματος

Στις Πανελλαδικές εξετάσεις του 2020, στις εξετάσεις «πα-

λαιού τύπου» δόθηκε το εξής θέμα Γ:

7
Πηγή: esos.gr

3
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Ισοσκελές τρίγωνο ABΓ (AB = AΓ) είναι εγ-

γεγραμμένο σε κύκλο με κέντρο O και ακτίνα

1, όπως φαίνεται στο σχήμα.

A

B ΓΜ

Ο

1 1

1

θ

θ

Αν θ είναι η γωνία μεταξύ των ίσων πλευρών

του τριγώνου και B̂OM = θ, τότε:

Γ1. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τρι-

γώνου ABΓ ως συνάρτηση της γωνίας θ
είναι:

E (θ) = (1 + συνθ)ηµθ, θ ∈ (0, π) .

Μονάδες 5

Γ2. Να βρείτε την τιμή της γωνίας θ ∈ (0, π),
για την οποία το εμβαδόν του τριγώνου

μεγιστοποιείται.

Μονάδες 8

Γ3. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς δυο

γωνίες θ1, θ2, με θ1 < θ2 , για τις οποίες

το εμβαδόν του τριγώνου ισούται με
3
4 .

Μονάδες 6

Γ4. Για τις γωνίες θ1, θ2, του ερωτήματος

Γ3, να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈

(0, π) τέτοια, ώστε:

(
π

3
− θ1)E′(ξ1) = (

π

3
− θ2)E′(ξ2).

Μονάδες 6

Είναι προφανές ότι οι θεματοδότες θέλησαν να διαμορ-

φώσουν σε θέμα κατάλληλο για πανελλαδικές εξετάσεις

την εξής άσκηση του σχολικού βιβλίου:
8

Στο θέμα των πανελλαδικών προστέθηκε στην εκφώ-

νηση το σχήμα από το βιβλίο λύσεων και συμπληρώθηκε η

εκφώνηση με τη συνθήκη B̂OM = θ. Προφανώς η προσθή-

κη αυτή έγινε για να διευκολυνθούν (καθοδηγηθούν) οι

υποψήφιοι να εκφράσουν τα μήκη BM και OM συναρτήσει

των τριγωνομετρικών αριθμών της γωνίας θ στο ορθογώ-

νιο τρίγωνο BOM. Τα ερωτήματα Γ1 και Γ2 καλύπτουν

τις 13 από τις 25 μονάδες του θέματος. Κατόπιν, προ-

στέθηκαν άλλα δύο ερωτήματα 6 μονάδων το καθένα, που

ελέγχουν τη γνώση βασικών θεωρημάτων του Διαφορικού

Λογισμού, κι έτσι μετασχηματίστηκε η άσκηση του σχο-

λικού βιβλίου σε θέμα συμβατό με το ύφος των θεμάτων

των πανελλαδικών εξετάσεων.

Ως ιδέα επιλογής θέματος μπορεί να χαρακτηριστεί αρ-

χικά επιτυχημένη. Τα προβλήματα μεγίστων ελαχίστων

χρησιμοποιούνται διεθνώς και διαχρονικά ως θέματα εισα-

γωγικών εξετάσεων. Οι μέθοδοι εντοπισμού μεγίστων

ελαχίστων, με αλγεβρικά και γεωμετρικά εργαλεία παλαιό-

τερα και με τα εργαλεία του Διαφορικού Λογισμού από τη

δεκαετία του ’80 κι έπειτα, καταλαμβάνουν μεγάλο μέρος

της σχετικής βιβλιογραφίας.

1.4 Το λάθος στην εκφώνηση

Στις ενδεικτικές απαντήσεις προς τα βαθμολογικά κέντρα

η ΚΕΓΕ προτείνει:

Η προσθήκη του σχήματος και της συνθήκης B̂OM =

θ, αντί να βοηθήσει τους μαθητές, δημιουργεί πρόβλημα

ασυμβατότητας στην άσκηση.

8
Βλέπε [7], σ. 173.

9
Για το θέμα αυτό αναπτύχθηκε δυσανάλογα μικρός διάλογος

ως προς τη σοβαρότητά του. Πολλές ιστοσελίδες και φροντιστήρια

ανάρτησαν λύσεις δίχως καμία σχετική αναφορά, ούτε μαθεύτηκε αν

διατυπώθηκε ερώτημα από εξεταστικό κέντρο. Δεν δόθηκε καμί-

α επίσημη διευκρίνιση, διόρθωση ή σχετική οδηγία βαθμολόγησης

από την Κ.Ε.Ε. . Πιθανόν αν ήταν θέμα «νέου τύπου», ο αντί-

κτυπος να ήταν ισχυρότερος, εφόσον θα αφορούσε δεκαπλάσιους

υποψηφίους. Η πρώτη χρονικά αναφορά που εντοπίσαμε είναι εδώ:

https://www.mathematica.gr/forum/....(#10) και (#12).

Πιθανόν να υπήρχαν κι άλλες αναφορές, σε άλλους χώρους μαθημα-

τικών συζητήσεων, που δεν εντοπίσαμε. Δείτε ένα διάλογο σχετικά

με το θέμα εδώ:

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=95&t=67354
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΄Οπως δίνεται η εκφώνηση, δεν υπάρχει κάποιος ορι-

σμός για το M, εκτός του σχήματος, στο οποίο φαίνεται

ότι είναι ένα σημείο της BΓ, ώστε B̂OM = Â = θ. Με

δεδομένη αυτή τη συνθήκη, για να είναι συνευθειακά τα

A, O, M και να ισχύει AM�BΓ, πρέπει θ ∈ (0, π2 ], (βλέπε
σχ. 1), οπότε η συνθήκη θ ∈ (0, π) της εκφώνησης είναι

λάθος.
9
.

Πράγματι, αν θ > π
2 , τότε το σημείο M της ευθείας που

ορίζουν τα B, Γ για το οποίο είναι B̂OM = Â = θ δεν είναι

το μέσο της BΓ (βλέπε σχ. 2)

A

B ΓΜ

Ο

1

1

θ

θ

Σχήμα 1

2

A

B ΓΜ

Ο

1

θ

θ

Σχήμα 2

Οπότε, τα ερωτήματα Γ3 και Γ4 φαίνεται να είναι «στον

αέρα». Επίσης, η επισήμανση στην εκφώνηση ότι «το τρί-

γωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο, όπως φαίνεται στο

σχήμα», οδηγεί τον μαθητή να ασχοληθεί μόνο με την

περίπτωση οξυγωνίου τριγώνου (με το κέντρο του κύκλου

εντός του τριγώνου).

Ας πάρουμε την περίπτωση θ ∈ (0, π2 ). Κι εδώ, βεβαί-

ως, χρειάζεται να αποδειχθεί ότι τα A, O, M είναι συνευ-

θειακά και ότι AM�BΓ.

Η απόδειξη είναι απλή: Το O είναι περίκεντρο του ισο-

σκελούς ABΓ, οπότε τα A, O βρίσκονται στη μεσοκάθετή

του. Επίσης, B̂OΓ = 2Â = 2θ, άρα OM διχοτόμος της

B̂OΓ, οπότε είναι και ύψος στη BΓ, άρα τα A, O, M είναι

συνευθειακά και AM�BΓ.

Τίθεται αυτομάτως το ερώτημα: Αυτό το τμήμα της

απόδειξης ήταν ζητούμενο στις εξετάσεις ή όχι;

Από ότι φαίνεται από τις ενδεικτικές απαντήσεις, αλλά

και από τη μικρή βαθμολογική αξία του ερωτήματος, δεν ή-

ταν στις προθέσεις των θεματοδοτών. Πόσο θα μπορούσε,

εξάλλου, να λάβει η αιτιολόγηση αυτή από τις 5 μονάδες

όλες κι όλες του ερωτήματος Γ1; Προφανώς, λοιπόν, η

συνευθειακότητα των A, O, M και η καθετότητα AM�BΓ
εκλαμβάνεται ως προφανής, δίχως ανάγκη απόδειξης.

΄Ετσι, όμως, αναδεικνύεται η εξής αντίφαση που αφορά

το πώς διδάσκουμε την Ανάλυση και τη Γεωμετρία στη Β΄

βάθμια εκπαίδευση: Πώς είναι δυνατόν από τη μια να δε-

χόμαστε ως προφανή τόσο σημαντικά στοιχεία της λύσης,

ενώ από την άλλη συμβουλεύουμε τους μαθητές μας ότι

αν δεν γράψουν με κάθε λεπτομέρεια π.χ.: «η συνάρτηση

f (x) = ηµx + συνx είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα των

παραγωγίσιμων συναρτήσεων y = ηµx και y = συνx κ.λπ.»

πιθανόν να χάσουν μονάδες;

● ΄Ετσι, λοιπόν, στην περίπτωση θ ∈ (0, π2 ), στο ορθογώ-

νιο τρίγωνο BOM είναι

ηµθ =
BM

BO
=

BΓ
2

1
⇒ BΓ = 2ηµθ

και

συνθ =
OM

BO
=

OM

1
⇒ OM = συνθ,

οπότε

AM = AO +OM = συνθ + 1.

΄Αρα (ΑΒΓ) = 2(ΑΟΒ) + (ΒΟΓ) = 2 ⋅ 1
2ηµθ +

1
2ηµ2θ

⇔ Ε(θ) = (1 + συνθ)ηµθ, θ ∈ (0, π2 ]

● Αποδεικνύεται ότι ο ίδιος τύπος του εμβαδού ισχύει για

κάθε θ ∈ (0, π).
Παραβλέπουμε την αρχική συνθήκη της υπόθεσης

B̂OM = Â = θ, καθώς και την ύπαρξη του σημείου M
και εργαζόμαστε στο σχήμα 3.

A

B Γ

Ο

π-θ

Σχήμα 3

θ

N

΄Εστω N το σημείο τομής των τμημάτων AO και BΓ. Αφού

το N ανήκει στη μεσοκάθετο του ΒΓ, θα είναι AN�BΓ.

Τότε

B̂ON =
B̂OΓ

2
=

2π − 2θ

2
= π − θ.

Οπότε, στο ορθογώνιο τρίγωνο BON είναι

ηµ (BON) =
BN

BO
=

BΓ
2

1
⇒

BΓ = 2ηµ (BON) = ηµ (π − θ) = ηµθ

και

συν (BON) =
ON

BO
=

ON

1
⇒

ON = συν (BON) = συν (π − θ) = − συνθ

οπότε

AN = AO − −ON = συνθ + 1,

κ.ο.κ.

● Αν θ = π
2 , τότε το M ταυτίζεται με το O. Η περίπτωση

είναι τετριμμένη. Ο τύπος προφανώς ισχύει.
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1.5 Αν και μόνο αν...

Αν(ν) τα μαθηματικά που διδάσκουμε στο Λύκειο έδιναν

μεγαλύτερη βαρύτητα στην ΄Αλγεβρα, τη Γεωμετρία και την

Τριγωνομετρία, τότε το πρόβλημα θα αντιμετωπιζόταν εύ-

κολα από τους μαθητές, δίχως το «βοηθητικό» σχήμα της

εκφωνήσεως. Πράγματι, έστω ισοσκελές τρίγωνο ABΓ
με AB = AΓ, Â = θ, θ ∈ (0, π), εγγεγραμμένο σε κύκλο

ακτίνας R.

A

B Γ

Ο

R

θ

Τότε, από Ν. Ημιτόνων είναι

BΓ = 2Rηµθ,

AB = AΓ = 2Rηµ(
π

2
−
θ

2
) = 2Rσυν

θ

2

οπότε (για R = 1), είναι

(ABΓ) =
AB ⋅BΓ ⋅AΓ

4R
=

(2ηµθ ⋅R) ⋅ (4συν2 θ
2 ⋅R

2)

4R
=

ηµθ ⋅ (2συν2 θ

2
) = ηµθ (1 + συνθ)

για κάθε θ ∈ (0, π).

1.6 Δυο παρατηρήσεις για το Γ4

1η. Στην εκφώνηση θα έπρεπε να προβλέπεται η συνθή-

κη ξ1 ≠ ξ2, ειδάλως, μπορούμε να πούμε απλώς ότι

για ξ1 = ξ2 =
π
3 επαληθεύεται η ισότητα της εκφωνή-

σεως, ακυρώνοντας νομιμότατα το περιεχόμενο του

ερωτήματος.

2η. Ας δούμε προσεκτικά το ερώτημα, για το οποίο η

ανακοίνωση της ΕΜΕ αναφέρει ότι το βρήκαν ιδιαί-

τερα ενδιαφέρον.
10

Είναι εμφανής η προσπάθεια των

θεματοδοτών να προσθέσουν ένα επιπλέον «υπαρξια-

κό» ερώτημα, στο ύφος των συνηθισμένων θεμάτων

των Πανελλαδικών εξετάσεων. Ενώ, όμως, τα τρία

πρώτα ερωτήματα έχουν μια συνοχή κι έχουν μια ρε-

αλιστική υπόσταση, αφού ασχολούνται με τις τιμές

που μπορεί να λάβει το εμβαδόν ενός μεταβλητού τρι-

γώνου, το τελευταίο είναι εντελώς αταίριαστο με τα

προηγούμενα και δεν φαίνεται να έχει κάποια άλλη

χρησιμότητα, πέραν του ελέγχου (;) της γνώσης

(;) του Θεωρήματος Μέσης τιμής του Διαφορικού

Λογισμού. Η αναγκαιότητα διαμόρφωσης θεμάτων

με το υπάρχον σφιχτό πλαίσιο, που ταυτόχρονα να

καλύπτουν όλη την ύλη, οδηγεί σε τέτοιου είδους κα-

τασκευές. Η αναθεώρηση της μορφής των θεμάτων

είναι, νομίζουμε, επιβεβλημένη.

1.7 Τριάντα χρόνια στην αφάνεια

Η προτεινόμενη λύση στο σχολικό βιβλίο λύσεων
11

για το

πρώτο ερώτημα είναι η εξής:

Παρατηρούμε ότι η ενδεικτική απάντηση της Κ.Ε.Ε. εί-

ναι πανομοιότυπη με τη απάντηση στο βιβλίο λύσεων της

παρόμοιας άσκησης του σχολικού βιβλίου. Κι εδώ η μελέ-

τη περιορίζεται για οξείες γωνίες, αν και στην εκφώνηση

δίνεται ως πεδίο ορισμού το (0, π), οπότε έπρεπε να μελε-

τηθούν και οι άλλες περιπτώσεις. Επίσης στις απαντήσεις

του σχολικού βιβλίου δίνεται το ίδιο σχήμα (όχι όμως στην

εκφώνηση), ούτε εδώ αναγράφεται τι είναι το σημείο M και

τέλος θεωρείται δεδομένο από τη Γεωμετρία ότι η γωνία

B̂OM είναι ίση με τη B̂AM = θ.

Εφόσον επί τριάντα και πλέον χρόνια η λύση της άσκη-

σης αυτής παραμένει ως έχει στο σχολικό βιβλίο, πλέον η

ευθύνη για το φαινόμενο αυτό, μπορούμε να πούμε, ότι

είναι συλλογική, της μαθηματικής μας κοινότητας, επειδή

έχει ατονίσει η γεωμετρική σκέψη μας. Απλά, τώρα έτυχε

να έλθει στην επιφάνεια, ως θέμα εξετάσεων. Η ισορροπία

θα επανέλθει όταν εντάξουμε τέτοια θέματα στη διδασκαλί-

α μας. Τέτοια παραδείγματα υπάρχουν κι άλλα και μάλιστα

πρόσφατα. Το 2017 ζητήθηκε στη θεωρία η αιτιολόγηση

ερωτήσεως σωστού λάθους με χρήση αντιπαραδείγματος.

Η αποτυχία των μαθητών ήταν μεγάλη. Την επόμενη χρο-

νιά που τέθηκε ξανά τέτοιο θέμα, το ποσοστό επιτυχίας

10
Βλέπε: http://www.hms.gr/?q=node/1676

11
Βλέπε [8], σ. 159.

12
Περισσότερα για αυτό το θέμα στο [9]. Ενδιαφέρον έχει και

η διαδικτυακή συζήτηση στον ιστότοπο mathematica.gr με τίτλο:

«Συγχαρητήρια στην Επιτροπή Θεμάτων; Φυσικά!».

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=107&t=59233
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των μαθητών υπερδιπλασιάστηκε, αφού η διδασκαλία μας

εστιάστηκε περισσότερο σε τέτοια θέματα.
12

1.8 Συμπεράσματα και μια πρόταση για

το θέμα Γ του 2020, «παλαιού τύπου».

΄Οπως φάνηκε από την εμπειρία των βαθμολογικών κέ-

ντρων, το όλο ζήτημα δεν επηρέασε τη βαθμολογία των

μαθητών. Ορθώς δεν αφαιρέθηκαν μονάδες από τους μα-

θητές που, όπως ήταν αναμενόμενο, δεν διερεύνησαν τις

άλλες περιπτώσεις. Κανείς δεν θα τολμούσε να ζητήσει

από τους μαθητές να ανακαλύψουν την ελλιπή διερεύνηση,

που έμενε στην αφάνεια από τη μαθηματική κοινότητα για

δεκαετίες!

Προφανώς δεν ζητούσαν οι θεματοδότες τη διερεύνηση

των περιπτώσεων αυτών, από τους μαθητές, δίχως να δίνε-

ται σχετική υπόδειξη. Στο συγκεκριμένο θέμα των πανελ-

λαδικών εξετάσεων, αντί η ύπαρξη του διαστήματος (0, π)
στην άσκηση του σχολικού βιβλίου να γίνει αντικείμενο

προβληματισμού και σχετικού ελέγχου από την επιτροπή

θεματοδοτών, αξιοποιήθηκε με «ασκησιολογικά» κριτήρια

ώστε να δημιουργηθεί και προστεθεί το τελευταίο «υπαρ-

ξιακό» ερώτημα.

Αστοχίες αυτού του είδους έχουν γίνει επανειλημμένα

στην επιλογή των θεμάτων των πανελλαδικών εξετάσεων

καθώς και λάθη που εντοπίστηκαν την τελευταία στιγμή (ή

δεν εντοπίστηκαν καθόλου, όπως στο περιβόητο 4ο θέμα

το 2003). ΄Ολα αυτά βέβαια δεν είναι άσχετα με τον εντε-

λώς απηρχαιωμένο και άκρως πιεστικό και αγχωτικό τρόπο

λειτουργίας της επιτροπής των θεματοδοτών, τη νύχτα που

προηγείται της εξέτασης του μαθήματος.
13

΄Ομως, επειδή η θεματογραφία των Πανελλαδικών επη-

ρεάζει (ή μάλλον καθορίζει) για τις επόμενες, τουλάχιστον,

χρονιές τη διδασκαλία στους μαθητές της Γ΄ Λυκείου, θα

πρέπει να διδασκόμαστε από τα λάθη μας και να τα διορθώ-

νουμε διαρκώς. Το χειρότερο που θα μπορούσε να συμβεί

θα ήταν η αποδοχή της ελλιπούς διαπραγμάτευσης του θέ-

ματος ως κανόνα και η διδασκαλία της «επίσημης» λύσης

της ΚΕΕ, ως αρκετή, αφού έδωσε όλες τις μονάδες στους

υποψηφίους! Οφείλουμε ως εκπαιδευτικοί να διατυπώσου-

με με πληρότητα το θέμα. ΄Οταν, λοιπόν, τις επόμενες

χρονιές το παραπάνω θέμα θα ενταχθεί στο υλικό προετοι-

μασίας των μελλοντικών υποψηφίων, ας αφιερώσουμε λίγο

χρόνο συζητώντας με τους μαθητές τη διερεύνηση των πε-

ριπτώσεων και ας αποδείξουμε τα φαινομενικά «προφανή».

Στην ενίσχυση της γεωμετρικής σκέψης των μαθητών

θα συνέβαλε μια μορφή διατύπωσης των θεμάτων των πα-

νελλαδικών εξετάσεων με ερωτήματα που απαιτούν γεωμε-

τρικές γνώσεις και ικανότητα γεωμετρικών συλλογισμών.

Η σταθερή εμφάνιση ενός τέτοιου θέματος κάθε χρόνο μπο-

ρεί να συμβάλει πολύ πιο αποτελεσματικά στη αναβάθμιση

της διδασκαλίας της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, από ότι η

ένταξή της στα εξεταζόμενα μαθήματα. Π.χ. στο συγκε-

κριμένο θέμα, θα προτείναμε την εξής διατύπωση, (δίχως

σχήμα):

Ισοσκελές τρίγωνο ABΓ (AB = AΓ) είναι εγ-

γεγραμμένο σε κύκλο με κέντρο O και ακτίνα

1. Αν θ είναι η γωνία μεταξύ των ίσων πλευρών

του τριγώνου και M το μέσο της BΓ, τότε:

Γ1. Να αποδείξετε ότι

i. αν θ ∈ (0, π2 ) τα A, O, M είναι συνευ-

θειακά και B̂OM = θ.
ii. αν θ = π

2 τα O, M ταυτίζονται.

iii. αν θ ∈ (π
2 , π) τα A, M, O είναι συν-

ευθειακά και B̂OM = π − θ.

Μονάδες (3×2) 6

Γ2. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τρι-

γώνου ABΓ ως συνάρτηση της γωνίας θ
είναι:

E (θ) = (1 + συνθ)ηµθ, θ ∈ (0, π) .

Μονάδες 6

Γ3. Να βρείτε την τιμή της γωνίας θ ∈ (0, π),
για την οποία το εμβαδόν του τριγώνου

μεγιστοποιείται.

Μονάδες 8

Γ4. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς δυο

γωνίες θ1, θ2, με θ1 < θ2 για τις οποίες

το εμβαδόν του τριγώνου ισούται με
3
4 .

Μονάδες 5

Η διατύπωση των θεμάτων των εξετάσεων σε μια τέ-

τοια μορφή, οδηγεί στην ανάγκη αναζήτησης ιδεών για τη

διαμόρφωση θεμάτων στην ΄Αλγεβρα και Ανάλυση με ε-

ρωτήματα που να έχουν πλούσιο γεωμετρικό υπόβαθρο,

όπως στο προηγούμενο παράδειγμα.
14

Πολλές ιδέες αυτού

του είδους μπορούν να βρεθούν στην παραδοσιακή, πολύ

πλούσια βιβλιογραφία των προβλημάτων μεγίστων και ελα-

χίστων. Στο δεύτερο μέρος του κειμένου επιχειρούμε μια

ιστορική καταγραφή μερικών εμφανίσεων του συγκεκριμέ-

νου θέματος στην ελληνική και διεθνή βιβλιογραφία.

13
Δείτε σχετικά στο [10], σσ. 12-16, όπου περιγράφεται αναλυ-

τικά η λειτουργία των επιτροπών εξετάσεων.
14

Μια σχετική πρόταση έχει διατυπωθεί στο [11]. Βεβαίως, εί-

ναι ηθικό και δίκαιο, οι όποιες αλλαγές να μην αιφνιδιάζουν τους

υποψηφίους. Τα θέματα των εξετάσεων πρέπει να ακολουθούν και

να συντονίζονται με το περιεχόμενο και το ύφος της διδασκαλίας

μας, αντί του αντιθέτου, που κατά κανόνα συμβαίνει σήμερα. ΄Αρα,

θα πρέπει οι μαθητές να έχουν προετοιμαστεί για το ύφος και το

περιεχόμενο των θεμάτων.
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2 Μέρος δεύτερο

2.1 Ιστορίες από τα παλιά

Το πρόβλημα αυτό το εντοπίζουμε στη βιβλιογραφία από

πολύ παλιά. Ο ινδός μαθηματικός Ramchundra το 1850 το

αντιμετωπίζει με τη μέθοδο της Διακρίνουσας, μετασχημα-

τίζοντας τη συνάρτηση που δίνει το εμβαδόν του τριγώνου

σε δευτεροβάθμια, με μια ιδιαίτερη τεχνική που, όπως φαί-

νεται από τη βιβλιογραφία, δεν διαδόθηκε ευρέως.
15

Το ίδιο πρόβλημα υπάρχει σε βιβλίο προετοιμασίας των

υποψηφίων για τις εξετάσεις Baccalauréat των Γαλλικών

πανεπιστημίων στις αρχές του 20ου αιώνα.
16

Στην ελληνική βιβλιογραφία, που έχει επηρεαστεί σε

μεγάλο βαθμό, από την αντίστοιχη γαλλική βιβλιογραφία

και τη θεματοδοσία των εξετάσεων Baccalauréat, το συ-

ναντάμε π.χ. στη διάρκεια του μεσοπολέμου στα βιβλία

των Π. Τόγκα και Γ . Παπανικολάου, που ασχολούνται

σε βάθος με τη μελέτη μεγίστων-ελαχίστων με αλγεβρικές

μεθόδους.
17

΄Οπως είναι γνωστό, το πρωτοποριακό αυτό βιβλίο του

Π. Τόγκα ενσωματώθηκε σχεδόν αυτούσιο στο μεταγενέ-

στερο έργο του συγγραφέα, την ΄Αλγεβρα και Συμπλήρωμα

΄Αλγεβρας (βλ. [17]), που γνώρισε δεκάδες επανεκδόσεις

σχεδόν για 40 χρόνια, έως τις αρχές της δεκαετίας του ΄80.

Οι προτεινόμενες ασκήσεις συνοδεύονται από ξεχωριστούς

τόμους με λύσεις.
18

Και στα δύο συγγράμματα παρατηρούμε ότι αντιμετω-

πίζεται μόνον η περίπτωση του οξυγωνίου τριγώνου ΑΒΓ,

στο οποίο το κέντρο του κύκλου είναι εσωτερικό του τρι-

γώνου. ΄Οτι ακριβώς συνέβη και στο θέμα των πανελλα-

δικών εξετάσεων, καθώς και στην αντίστοιχη άσκηση του

σχολικού βιβλίου!

Π. Τόγκας, [14], σ. 43

Γ. Παπανικολάου, [15], σ. 197

Επίσης, η πρώτη έκδοση του βιβλίου Μαθηματικών

2ης−4ης Δέσμης το 1993, περιείχε την ίδια άσκηση με την

ίδια διατύπωση και την ίδια λύση με το βιβλίο Μαθηματι-

κών της Γ΄ Γενικού Λυκείου (Β΄ μέρος) που χρησιμοποιεί-

ται σήμερα.
19

Μελετά, δηλαδή, μόνον την περίπτωση του

οξυγωνίου τριγώνου, δίχως να διερευνώνται οι άλλες περι-

πτώσεις.

Ανδρεαδάκης Σ. κ.α., [20], σ. 113

2.2 Δυο σωστές διατυπώσεις (1991 και

2020)

Το 1991, δύο χρόνια πριν την έκδοση του βιβλίου αυτού,

δημοσιεύτηκε στον Ευκλείδη Γ΄ το πρόβλημα του μεγίστου

15
Βλέπε [12], σσ. 137-139. Ο Ramchundra στο βιβλίο A Treatise

on Problems of Maxima and Minima solved by Algebra αντιμετω-

πίζει αλγεβρικά 130 προβλήματα μεγίστων − ελαχίστων, με, ομο-

λογουμένως, εξαιρετικά πολύπλοκους μετασχηματισμούς. Η πρώτη

έκδοση του 1850 στην Καλκούτα, ανατυπώθηκε στο Λονδίνο το

1859. Γράφτηκε ως απόδειξη της δύναμης των εργαλείων της ΄Αλ-

γεβρας έναντι αυτών του Διαφορικού Λογισμού. Ο συγγραφέας

επέλεξε προβλήματα ακροτάτων που περιέχονται σε γνωστά συγ-

γράμματα Διαφορικού Λογισμού της εποχής και τα αντιμετώπισε με

αλγεβρικές τεχνικές.
16

Βλέπε [13], σ. 340.

17
Βλέπε [14], σ.43, θέμα 84 και [15], σ. 197, θέμα 307. Για

περισσότερες πληροφορίες, δείτε στο [16].
18

Τα προβλήματα «μεγίστων-ελαχίστων» περιέχονται στον 9ο τό-

μο των λύσεων. Το πρόβλημα αυτό είναι λυμένο στο [18], σσ.54-55,
άσκηση 2908.
19

Βλέπε [19], ς. 239 άσκηση 4, γενικές ασκήσεις 3ου κεφαλαίου,

Γ΄ ομάδας και [20], σ. 113. Το εν χρήσει βιβλίο της Γ΄ Λυκείου (Μα-

θηματικά Γ΄ Λυκείου, Β΄ μέρος) είναι σε μεγάλο βαθμό βασισμένο

στο παλαιό βιβλίο 2ης, 4ης Δέσμης και περιέχει αυτούσιες πολλές

ασκήσεις απ’ αυτό.
20

Βλέπε [21], σσ. 113-114.
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ισοσκελούς τριγώνου που εγγράφεται σε κύκλο, σε μια ερ-

γασία που αναφέρεται στις εφαρμογές των παραγώγων. Ε-

κεί, ο συγγραφέας διερευνά όλες τις περιπτώσεις σχετικά

με τη θέση του κέντρου του κύκλου εντός ή εκτός του

τριγώνου και αποφεύγει τη χρήση τριγωνομετρικών αριθ-

μών.
20

Κ. Μηλιαράκης, (περιοδικό Ευκλείδης Γ΄), [22],

σσ. 113-114

΄Οπως φαίνεται, λοιπόν, η ελλιπής διερεύνηση των δυ-

νατών περιπτώσεων έχει μακρόχρονη ιστορία και δεν διορ-

θώθηκε για δεκαετίες, τουλάχιστον στα επίσημα σχολικά

βιβλία. Η ειδοποιός διαφορά, όμως, είναι ότι στις εξετά-

σεις δόθηκε και το σχήμα στην εκφώνηση, καθώς και το

ότι, από τη φύση τους, στα θέματα των εξετάσεων δίνουμε

μεγαλύτερη βαρύτητα σε ένα λάθος παρά σε μία άσκηση

του σχολικού βιβλίου.

Να επισημάνουμε εδώ ότι σε τουλάχιστον ένα βιβλίο,

που μάλιστα εκδόθηκε λίγους μήνες πριν τις εξετάσεις, (ά-

νοιξη του 2020), υπάρχει η ίδια διατύπωση, με σχήμα στην

εκφώνηση και με σωστό το διάστημα της γωνίας θ, ώστε

το σχήμα να είναι συμβατό με την εκφώνηση.
21

Κ. Τηλέγραφος, Π. Παντούλας, Θ. Ντρίζος, [22],

σ. 266

3 Μέρος τρίτο

3.1 Γενική περίπτωση

Το πρόβλημα της εύρεσης του ισοσκελούς τριγώνου, εγ-

γεγραμμένου σε κύκλο, που να έχει το μέγιστο εμβαδόν

είναι μια ειδική περίπτωση του επόμενου προβλήματος.

Να βρεθεί το τρίγωνο με το μέγιστο εμβαδόν,

που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο σταθερής α-

κτίνας.

Στο πρόβλημα αυτό εμπλέκονται δύο ανεξάρτητες με-

ταβλητές, οπότε η επίλυσή του ξεπερνά τις δυνατότητες

των «σχολικών» μαθηματικών, όπου μελετώνται συναρτή-

σεις μιας μεταβλητής. Στο παράρτημα δίνουμε δύο λύσεις

στο πρόβλημα αυτό, με τη χρήση ανισότητας Jensen22 και

με μελέτη ακροτάτου συνάρτησης δύο ανεξάρτητων μετα-

βλητών.

3.2 Διεθνείς αβλεψίες;

Τη συνάρτηση δύο ανεξάρτητων μεταβλητών προκρίνουν οι

T. Andreescu, O. Mushkarov, L. Stoyanov στο [23], σ.
27. Εκεί περιγράφουν το πρόβλημα του μεγίστου τριγώνου

που εγγράφεται σε κύκλο ως παράδειγμα που αξιοποιεί τα

θεωρήματα ακροτάτων συναρτήσεων πολλών μεταβλητών.

T. Andreescu, O. Mushkarov, L. Stoyanov, [23],

σ. 27

΄Ομως, ο τύπος που δίνουν δεν είναι σωστός. Αναφέ-

ρουν ότι απαιτείται η εύρεση του μέγιστου της συνάρτησης

f (α,β) = ηµα ⋅ ηµβ ⋅ ηµ (α + β) ,

όπου α > 0, β > 0, α + β < 180○.
Στο σχήμα (Fig. 17), που περιγράφει την περίπτωση,

το κέντρο του κύκλου φαίνεται να είναι εσωτερικό του τρι-

γώνου. ΄Ομως, τότε θα ήταν α + β > 180○.
21

Βλέπε [22], σ. 266.
22

Η μέθοδος αυτή θα μπορούσε να δοθεί ως εφαρμογή της ανι-

σότητας Jensen σε επιλεγμένες ομάδες μαθητών, που ασχολούνται

π.χ. με διαγωνιστικά μαθηματικά. Δεν έχουμε εντοπίσει κάπου

στη βιβλιογραφία λύση του προβλήματος με αυτή τη μέθοδο, δίχως,

ασφαλώς, να αποκλείεται η περίπτωση να υπάρχει σχετική δημοσί-

ευση.
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Επίσης, στον ίδιο τύπο, ακόμα κι αν παραβλέψουμε τον

περιορισμό α + β < 180○ και θέσουμε α = β = 120○, δη-

λαδή τις τιμές που δίνουν το μέγιστο εμβαδό, θα πάρουμε

αρνητικό αποτέλεσμα.

Στο παράρτημα, έχει υπολογιστεί ο τύπος που δίνει το

εμβαδόν του τριγώνου ABΓ:

f (α, β) =
R2

2
(ηµα + ηµβ − ηµ (α + β)) , α, β ∈ (0, π)

Αν μετασχηματίσουμε το μεταβλητό τμήμα του τύπου

αυτού, έχουμε

ηµα + ηµβ − ηµ (α + β) =

2ηµ
α + β

2
συν

α − β

2
− 2ηµ

α + β

2
συν

α + β

2
=

2ηµ
α + β

2
(συν

α − β

2
− συν

α + β

2
) =

4ηµα ⋅ ηµβ ⋅ ηµ
α + β

2

Για τις τιμές α = β = 120○, έχουμε

(ABΓ)max =
R2

2
⋅ 4(ηµ120○)3

=
3
√

3

4
R2.

3.3 Από τη σκοπιά των Γεωμετρών

Ο Νίκος Κισκύρας στον 5ο τόμο της Επιπεδομετρίας του

περιλαμβάνει στις προτεινόμενες ασκήσεις το γενικευμένο

πρόβλημα:
23

Δεν γνωρίζουμε ποια λύση πρότεινε ο συγγραφέας, αλ-

λά αποκλείουμε την περίπτωση να χρησιμοποίησε παραγώ-

γους ή ανισότητες. Πιθανόν είχε κάποια λύση με γεω-

μετρικά εργαλεία όπως των Ιησουιτών. Οι Ιησουίτες στη

Γεωμετρία τους αντιμετωπίζουν γεωμετρικά το πρόβλημα,

με τη μέθοδο του «προς στιγμήν σταθερού μεγέθους».
24

Στο ίδιο βιβλίο, οι Ιησουίτες δίνουν ακόμα μια γεωμετρική

λύση με χρήση του λήμματος:

Από όλα τα παραλληλόγραμμα που είναι εγγε-

γραμμένα σε τρίγωνο, μέγιστο είναι αυτό που

έχει τις τρεις κορυφές του στα μέσα των πλευ-

ρών του τριγώνου
25

Το πρόβλημα αυτό περιέχεται και στην ΄Αλγεβρα του Π.

Τόγκα.

Το αντιμετωπίζει με την ίδια μέθοδο (του «προς στιγ-

μήν σταθερού μεγέθους»).
26

Εκεί, υποθέτοντας ότι η μία πλευρά του τριγώνου είναι

σταθερή, συμπεραίνει ότι μέγιστο εμβαδόν έχει το τρίγωνο

με μέγιστο αντίστοιχο ύψος, δηλαδή το ισοσκελές με βάση

τη σταθερή πλευρά. Κατόπιν επαναλαμβάνει τη 2η λύση

της άσκησης 2908
27

και καταλήγει στο ότι το τρίγωνο με

το μέγιστο εμβαδόν που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο είναι

το ισόπλευρο.

Την τεχνική του «προς στιγμήν σταθερού μεγέθους»,

είχε χρησιμοποιήσει πολύ παλαιότερα, το 1850, ο Ra-
mchundra αντιμετωπίζοντας το ίδιο πρόβλημα. Στη λύση

του εμπλέκει ως μεταβλητές τις πλευρές a, b, c του τυχαίου

τριγώνου, τα μέτρα και τους τριγωνομετρικούς αριθμούς

των γωνιών B̂ και Ĉ, τον Νόμο των Ημιτόνων, τη με-

τρική σχέση

bc = 2R ⋅AD

(AD ύψος στη BC), τον τύπου εμβαδού τριγώνου συναρ-

τήσει ακτίνας περιγεγραμμένου κύκλου, τριγωνομετρικές

ταυτότητες και τη μέθοδο της Διακρίνουσας, θεωρώντας

«προς στιγμήν» τη μια γωνία σταθερή!
28

Στο βιβλίο του ο Ramchundra ξεκινά τον πρόλογό του

γράφοντας:

For the last four or five years I was desirous
of solving almost all problems of Maxima and
Minima by the principles of Algebra, and not
by those of the Differential Calculus.
(Τα τελευταία τέσσερα ή πέντε χρόνια ήθελα

να λύσω σχεδόν όλα τα προβλήματα των Με-

γίστων και Ελαχίστων με τις αρχές της Αλγε-

βρας, και όχι με εκείνες του Διαφορικού Λογι-

σμού).

Μπορούμε, λοιπόν, να θεωρήσουμε ότι το όλο εγχεί-

ρημα είναι προσπάθεια να αποδείξει ότι τα εργαλεία της

΄Αλγεβρας, της κλασικής Γεωμετρίας και της Τριγωνομε-

τρίας είναι ικανά να αντιμετωπίσουν τέτοια προβλήματα, σε

μια εποχή, που διαδίδεται και επεκτείνεται ταχύτατα ο Δια-

φορικός Λογισμός, τουλάχιστον σε ακαδημαϊκό επίπεδο.

Για πολλά χρόνια ακόμα σε όλη την Ευρώπη η διαμάχη αυ-

τή θα συνεχίζεται. Στην ελληνική μαθηματική εκπαίδευση

μόλις τη δεκαετία του 1980 θα επικρατήσει πλήρως η χρήση

των εργαλείων του Διαφορικού Λογισμού σε προβλήματα

ακροτάτων. Η εξέλιξη των επόμενων δεκαετιών δικαίωσε,

βεβαίως, τους «αναλύστες» σ’ αυτόν τον τομέα, έναντι των

«αλγεβριστών».

23
Βλέπε [24], σ. 363.

24
Βλέπε [25], προβλ;με 354, σ. 188.

25
Βλέπε [25], προβλ;μες 360, 364, σ. 191.

26
Βλέπε [18], σσ. 68-69. Πρέπει να παρατηρήσουμε εδώ ότι δεν

έχουμε εντοπίσει στην παλαιότερη ή στη σύγχρονη βιβλιογραφία την

τεκμηρίωση της μεθόδου αυτής, αλλά, επίσης ούτε αντιπαραδείγματα

που να την καταρρίπτουν. Δείτε σχετικά και στο [26], σσ. 28-29.
27

Βλέπε [18], σσ.54-55.
28

Βλέπε [12], σσ. 166-168.
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4 Παράρτημα

Να βρεθεί το τριγώνο με το μέγιστο εμβαδόν,

που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο σταθερής α-

κτίνας.

Λυση:
΄Εστω τρίγωνο ABΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο (O, R). ΄Ε-

στω ÂOB = α, ÂOΓ = β. Οι γωνίες α, β είναι ανεξάρτη-

τες μεταξύ τους και ισχύει 0 < α, β < π.
● Αν π < α + β < 2π, τότε το O είναι εσωτερικό του τρι-

γώνου, αφού το τόξο είναι μη κυρτό, άρα η προέκταση της

BO τέμνει τη χορδή AΓ.

A

B

ΓΟR

R

R
α β

Τότε:

(ABΓ) = (AOB) + (AOΓ) + (BOΓ) =

R2

2
(ηµα + ηµβ + ηµ (2π − α − β)) =

R2

2
(ηµα + ηµβ − ηµ (α + β))

● Αν 0 < α + β < π, τότε το O είναι εξωτερικό του τριγώ-

νου, αφού το τόξο είναι κυρτό, άρα η προέκταση της BO
δεν τέμνει τη χορδή AΓ.

A

B

Γ

Ο

R

R

R
α β

Τότε:

(ABΓ) = (AOB) + (AOΓ) − (BOΓ) =

R2

2
(ηµα + ηµβ − ηµ (α + β))

● Αν π = α + β, τότε το O είναι σημείο της διαμέτρου BΓ.

A

B Γ
ΟR

R

R
α β

Τότε:

(ABΓ) = (AOB) + (AOΓ) =
R2

2
(ηµα + ηµβ) .

Σε κάθε περίπτωση, το εμβαδόν του τριγώνου δίνεται από

τη συνάρτηση των δύο ανεξάρτητων μεταβλητών α, β, με
τύπο:

f (α, β) =
R2

2
(ηµα + ηµβ − ηµ (α + β)) , α, β ∈ (0, π)

Εύρεση μεγίστου με χρήση ανισότητας

Jensen.

● Αν π < α + β < 2π, τότε 0 < 2π − α − β < π και

−ηµ (α + β) = ηµ (2π − α − β). Η συνάρτηση

f (x) = ηµx, x ∈ (0, π, )

είναι κοίλη, άρα από την ανισότητα Jensen ισχύει

ηµα + ηµβ + ηµ (2π − α − β)

3
≤

ηµ(
α + β + 2π − α − β

3
) = ηµ

2π

3
=

√
3

2

΄Αρα (ABΓ) ⩽ 3
√

3
4 ⋅R2

με το «ίσον» όταν:

α = β = 2π − α − β ⇔ α = β =
2π

3
,

οπότε το ABΓ είναι ισόπλευρο.

● Αν 0 < α + β ⩽ π, τότε επειδή 2π − α − β ∉ (0, π), δεν

μπορεί να εφαρμοστεί η ανισότητα Jensen. ΄Ομως, είναι:

(ABΓ) ≤ (AOB)+(AOΓ) =
R2

2
(ηµα + ηµβ) ≤

R2

2
⋅2 = R2

΄Αρα για κάθε α, β ∈ (0, π), η μέγιστη τιμή του (ABΓ)

είναι
3
√

3
4 R2

.
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Εύρεση μεγίστου με μελέτη ακροτάτου συ-

νάρτησης δύο ανεξάρτητων μεταβλητών.

Ζητάμε τα ακρότατα της συνάρτησης f με

f (α,β) = ηµα + ηµβ − ηµ (α + β)

όπου (α,β) ∈ R2
με 0 < α < π,0 < β < π.

Απαντηση:
Υπολογίζουμε τις μερικές παραγώγους της συνάρτησης f
ως προς α και β

fa =
∂f

∂α
= συνα − συν (α + β)

fβ =
∂f

∂β
= συνβ − συν (α + β) ,

Είναι

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

fα = 0

fβ = 0

⎫⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎭

⇔

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

συνα − συν (α + β) = 0
συνβ − συν (α + β) = 0

0 < α,β < π

⎫⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎭

Αφαιρώντας κατά μέλη, έχουμε

{
συνα = συνβ
0 < α, β < π

}⇔ {
α = β
0 < α, β < π

}

Οπότε

fα = 0⇔ {
συνα = συν2α

0 < α < π
}⇔

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

2α = α
ή

2α = 2π − α

⎫⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎭

⇔

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

α = 0, (απορρίπτεται)

ή

α = 2π
3

⎫⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎭

Τότε και β = 2π
3 και fβ = 0. Επομένως το σημείο

(α,β) = (2π
3 ,

2π
3
), είναι σημείο στασιμότητας.

Υπολογίζουμε τις

fαα =
∂2f

∂α2
= −ηµα + ηµ (α + β) ,

fββ =
∂2f

∂β2
= −ηµβ + ηµ (α + β)

fβα =
∂2f

∂β∂α
= ηµ (α + β)

και τις

fαβ =
∂2f

∂α∂β
= ηµ (α + β) ,

Επειδή η ορίζουσα

∆ = ∣
fαα fαβ
fβα fββ

∣ =

∣
−ηµα + ηµ (α + β) ηµ (α + β)
ηµ (α + β) − ηµβ + ηµ (α + β)

∣

για α = β = 2π
3 ισούται με

∣
−ηµ2π

3 + ηµ4π
3 ηµ4π

3
ηµ4π

3 − ηµ2π
3 + ηµ4π

3

∣ =

=

RRRRRRRRRRR

−
√

3 −
√

3
2

−
√

3
2 −

√
3

RRRRRRRRRRR

= 3 −
3

4
=
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4
> 0

και

fαα (
2π

3
,
2π

3
) = −ηµ

2π

3
+ ηµ

4π

3
= −

√
3 < 0

συμπεραίνουμε ότι η f έχει στο σημείο (2π
3 ,

2π
3
) τοπικό

μέγιστο, που είναι ίσο με:

f (
2π

3
,
2π

3
) =

3
√

3

2
.

Η προφανής συνεχής επέκταση f̃ της f στο συμπαγές

K = [0, π] × [0, π] θα παίρνει μέγιστη τιμή τουλάχιστον

3
√

3
2 . Η τιμη της f̃ στο σύνορο του K δεν υπερβαίνει το 2

αφού η f̃ γίνεται 0 όταν α = 0 ή β = 0, 2ηµβ όταν α = π
και 2ηµα όταν β = π. Επομένως η μέγιστη τιμή της f̃
(που θα είναι και μέγιστη τιμή της f) επιτυγχάνεται στο

εσωτερικό του K άρα στο (2π
3 ,

2π
3
). ΄Αρα

fmax =
3
√

3

2

Τότε, πράγματι, το ABΓ είναι ισόπλευρο.
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