
Πρότυπο Πειραματικό Λύκειο Ευαγγελικής Σχολής Σμύρνης

Ομιλος Μαθηματικών Α Λυκείου
Θέματα ΄Αλγεβρας Διαγωνισμού Θαλής.

1 Paragontopoi seic

1.1 PerÐlhyh jewrÐac

Θεώρημα 1.1. Μία άσκηση σίγουρα δε λύνεται

χωρίς να δοκιμάσεις να γράψεις μια ιδέα· ενδεχο-

μένως πολλές φορές και μετά από πολλά αδιέξοδα.

Θεώρημα 1.2 (Βασικές Ταυτότητες). Αποδει-

κνύονται εύκολα :

(a ± b)2 = a2 ± 2ab + b2
(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc
(a+b+c+d)2 = a2+b2+c2+d2+2ab+2ac+2ad+2bd
(a + b)(a − b) = a2 − b2
(a ± b)3 = a3 ± 3a2b + 3ab2 ± b3
(a + b + c)3 = a3 + b3 + c3 + 3(a + b)(a + c)(b + c)
a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2)
a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2)
an−bn = (a−b)(an−1b0+an−2b1+⋯+a1bn−2+bn−1)

Θεώρημα 1.3 (Ταυτότητα Lagrange).
(a2 + b2)(x2 + y2) = (ax + by)2 + (ay − bx)2

(a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) =
(ax + by + cz)2 + (ay − bx)2 + (bz − cy)2 + (az − cx)2

Θεώρημα 1.4 (Ταυτότητα Euler). a3 + b3 + c3 −
3abc = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab − ac − bv) =
1
2
(a + b + c) [(a − b)2 + (a − c)2 + (b − c)2]

Θεώρημα 1.5 (Ταυτότητα Newton).

(x+a)(x+b)(x+c) = x3+(a+b+c)x2+(ab+ac+bc)x+abc

Θεώρημα 1.6 (Υπό συνθήκη).

Aν a + b + c = 0⇒ a3 + b3 + c3 = 3abc

Aν a3 + b3 + c3 = 0⇒ a + b + c = 0a = b = c

1.2 Jèmata paragontopoÐhshc

1.2.1 Ομάδα Α΄

Θέμα 1.1. [2012]
Να απλοποιηθεί η παράσταση :

K = α
3 + b3 − α2 + β2 + (αβ + β2)(α − 2β)

(α + β)2 − α − β

αν α + β ≠ 0 και α + β ≠ 1.

(Παρατήρηση : Προσέξτε τι μπορείτε να παραγον-

τοποιήσετε ευκολότερα μεταξύ αριθμητή και παρονο-

μαστή)

Θέμα 1.2. [2011]
Να απλοποιηθεί η παράσταση:

A(x) = 1 + x4 + (1 + x)3 + x(1 + x)3

1 + x2 + (1 + x)2
−2(1 + x3) + (1 + x)3

3(1 + x2) .

(Παρατήρηση : Αν δεν μπορείτε να παραγοντοποι-

ήσετε άμεσα μπορείτε είτε σε ομάδες, είτε να κάνετε

πράξεις.)

Θέμα 1.3. [Θαλής Α λυκείου 2010]
Αν α,β, γ είναι πραγματικοί αριθμοί, με κατάλληλο

χωρισμό των όρων της σε ομάδες, να παραγοντοποι-

ήσετε την παράσταση:

A = α4+2α3β+α2β2−α2β2γ2−2αβ3γ2−β4γ2−α2γ2+β2γ4.

Θέμα 1.4. [Θαλής Α λυκείου 2007]
Αν α,β, γ ∈ R με (α − β)(β − γ)(γ − α) ≠ 0 τότε να

υπολογίσετε την τιμή της παράστασης:

A = (α − 1)(α + 1)
(α − β)(α − γ)+

(β − 1)(β + 1)
(β − α)(β − γ)+

(γ − 1)(γ + 1)
(γ − α)(γ − β)

Θέμα 1.5. [Θαλής Α λυκείου 2007]
Να βρεθούν οι θετικοί ακέραιοι αριθμοί x, y που ικα-

νοποιούν τη σχέση:

x6 + 2x3y2 + 3x3 + y4 + 3y2 − 40 = 0.

Θέμα 1.6. [Θαλής Α λυκείου 2005]
Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός 2003 ⋅20053−2004 ⋅20023

είναι κύβος ακεραίου αριθμού.

Θέμα 1.7. [Θαλής Α λυκείου 2004]
Οι θετικοί ακέραιοι x, y με x > y είναι τέτοιοι ώστε

x3 − y3 + x2y − xy2 = 49(x − y). Να προσδιορίσετε

τους αριθμούς x, y.

Θέμα 1.8. [Θαλής Α λυκείου 2001]
Αν για τους πραγματικούς αριθμούς x, y, z ισχύει ότι

xyz = 1, να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης

K = 1

y + 1 − y

x + 1

+ 1

z + 1 − z
y+1

+ 1

x + 1 − x
z+1

.
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Θέμα 1.9.

Αν a, b, c ∈ R και (a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 τότε να

αποδειχθεί ότι : (a+ b+ c)2013 = a2013 + b2013 + c2013.

Θέμα 1.10.

Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός : a = 22014 + 1 είναι

σύνθετος.

(Παρατήρηση : Η παραγοντοποίση σε παραστάσεις

που είναι αθροίσματα άρτιων δυνάμεων μπορεί να γίνε-

ται με τη δημιουργία ταυτοτήτων - πχ διαφορά τετρα-

γώνων ή διαφορά κύβων - προσθαφαιρώντας κατάλ-

ληλους όρους.)

Θέμα 1.11.
Να παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις :

A = x4 + 25

B = x10 + x5 + 1

C = x5 + x + 1

D = x4 + x2 + 1

E = 4x4 + 1

F = x5 + x4 + 1

G = x4 + x3 + 2x2 + x + 1

Θέμα 1.12. [Ευκλείδης Α λυκείου 2007]
(α) Να απλοποιήσετε την παράσταση:

K = (x + y)3 − (x − y)3 − 6x2y − y3.

(β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός

A = 2000043 − 1999963 − 24 ⋅ 2000002 − 64

είναι κύβος ακεραίου.

1.2.2 Ομάδα Β΄

Θέμα 1.13. [Θαλής Α΄λυκείου 2008]
Αν οι πραγματικοί αριθμοί x, y, z ικανοποιούν τις

ισότητες x2 − y = z2, y2 − z = x2, z2 − x = y2, να

αποδείξετε ότι:

(α) x3 + y3 + z3 = 3xyz.

(β) ΄Ενας τουλάχιστον από τους x, y, z ισούται με

0.

Θέμα 1.14. [Θαλής Α΄λυκείου 2005]
Να αναλυθεί το πολυώνυμο

x6 − 2x5 + x2 − x − 2

σε γινόμενο τριών πολυωνύμων θετικού βαθμού.

(Παρατήρηση : Ορισμένες φορές όταν θέλουμε

να αναλύσουμε ένα πολυώνυμο σε γινόμενο πολυω-

νύμων μικρότερου βαθμού μπορούμε να υποθέσουμε

μία βολική διάσπαση για αυτήν την ανάλυση. Για

παράδειγμα το x5 + x + 1 μπορούμε να υποθέσουμε

ότι γράφεται στη μορφή x5 + x + 1 = (x2 + ax +

b)(x3+cx2+dx+e) από όπου με πράξεις στο δεύτερο

μέλος και εξισώνοντας τους αντίστοιχους συντελε-

στές στη συνέχεια μπορούμε να καταλήξουμε, λύνον-

τας το σύστημα που προκύπτει σε μία διάσπαση, όταν

αυτή υπάρχει.)

Θέμα 1.15. [Θαλής Α λυκείου 2003]
Να βρεθούν οι ακέραιοι α,β για τους οποίους ισχύει

η ισότητα:

αβ2 + 2αβ + α = 2β2 + 4β + 3.

Θέμα 1.16. [Ευκλείδης Α λυκείου 2007]
Αν για τους πραγματικούς αριθμούς α,β ισχύει ότι

α2 + β2 − 2α = 2β + αβ − 4, να βρεθούν οι λύσεις της

εξίσωσης (2x − α)3 − (x − β)3 − x3 = 0.

Θέμα 1.17. [ΠΜΔ Α λυκείου 1989]
Αν α,β, γ με α + β + γ = 0 να δείξετε ότι ο αριθ-

μός 2α4 + 2β4 + 2γ4 είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου

αριθμού.

Θέμα 1.18. [ΠΜΔ Α λυκείου 1987]
Τα μέτρα των πλευρών α,β, γ ενός τριγώνου ABΓ
ικανοποιούν την σχέση :

α − β
γ

+ β − γ
α

+ γ − α
β

= 0.

Να βρεθεί το είδος του τριγώνου ABΓ , δηλ. είναι το

τρίγωνο ορθογώνιο, ισόπλευρο κ.λ.π.·

Θέμα 1.19. [Ευκλείδης Α λυκείου 1998]
΄Εστω α,β, γ ∈ Q∗

+ με
1
α
+ 1
β
+ 1
γ
= αβγ. Να δειχτεί ότι

ο αριθμός A = (α2β2 + 1)(β2γ2 + 1)(γ2α2 + 1) είναι

τέλειο τετράγωνο ρητού αριθμού.

Θέμα 1.20. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]
α) Να παραγοντοποιηθεί η παράσταση x4 + 4y4 .

β) Αν οι αριθμοί x, y είναι θετικοί ακέραιοι με y ≥ 2,
να αποδείξετε ότι ο αριθμός x4 + 4y4 είναι σύνθετος.

Θέμα 1.21. [Ευκλείδης Α λυκείου 2001]

Να παραγοντοποιηθεί η παράσταση:

A = (1 + α − α2 + α3)2 + α3.

Θέμα 1.22. [Ευκλείδης Α λυκείου 2008]

Να απλοποιήσετε την αλγεβρική παράσταση:

A =
(x2 − 1

y2
)
m

⋅ (y + 1

x
)
n−m

⋅ ym+n

(y2 − 1

x2
)
n

⋅ (x − 1

y
)
m−n

⋅ xm+n
,

όπου m,n ακέραιοι και x, y πραγματικοί αριθμοί με

xy ≠ 0, xy ≠ 1 και xy ≠ −1.
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2 Anisìthtec

2.1 PerÐlhyh JewrÐac

Γενικά, όταν έχουμε κάποια ανισότητα, για να την

αποδείξουμε, είτε προσπαθούμε να την μετατρέψουμε

σε κάποια ήδη γνωστή, είτε σε τέλειο τετράγωνο,

ώστε να καταλήξουμε για παράδειγμα στη βασική ιδι-

ότητα της διάταξης των πραγματικών αριθμών:

x2 ≥ 0, ∀x ∈ R

Τις ανισότητες που ακολουθούν σε αυτήν την πα-

ράγραφο καλό είναι να τις θυμόμαστε ως βασικές και

αφού τις αποδείξουμε να προσπαθούμε να ανάγουμε

τα ζητούμενα σε αυτές.

Θεώρημα 2.1. Βασικές ιδιότητες διάταξης

Μεταβατική ιδιότητα: x > y, y > z ⇒ x > z
Πρόσθεσης κ.μ.: x > y, z > w ⇒ x + y > z +w
Πρόσθεσης-Διαγραφής: x < y⇔ x + z < y + z
Πολλαπλασιασμού : x > y > 0, w > z > 0⇒ xw > yz
Πολλαπλασιαμού με θετικό: x < y, z > 0⇒ xz > yz
Πολλ. με αρνητικό: x < y, z < 0⇒ xz > yz
Αντιστρόφων: x > y > 0⇒ 1

x
< 1
y

Δυνάμεων: x > y > 0⇒ xn > yn,∀n ∈ N∗

Δυνάμεων άρτιων: x2n < y2n⇔ ∣x∣ < ∣y∣
Δυνάμεων περιττών: x2n+1 < y2n+1⇔ x < y
Πρόταση 2.1. Να αποδειχθεί ότι: (a) x2 + y2 ≥ 2xy.
(b) 2(x2 + y2) ≥ (x + y)2

(c)
√

x2+y2
2

≥ x+y
2

Η επόμενη ανισότητα είναι ιδιαίτερα βασική και

βρίσκει εφαρμογή σε πολλές περιπτώσεις. Θυμηθε-

ίτε από την αριθμητική και τη γεωμετρική πρόοδο τις

έννοιες του αριθμητικού και του γεωμετρικού μέσου.

Η επόμενη πρόταση λέει ότι ο αριθμητικός μέσος δύο

αριθμών είναι πάντα μεγαλύτερος από τον Γεωμετρικό

μέσο.

Πρόταση 2.2 (Ανισότητα ΑΜ-ΓΜ).

x + y
2

≥ √
xy, ∀x, y ≥ 0

Πόρισμα 2.2.1. Αν x, y ≥ 0
(a) √

xy ≥ 2xy
x+y

(b)
√

x2+y2
2

≥ x+y
2

Η ανισότητα της πρότασης 2.2 μπορεί να γενικευ-

τεί και για περισσότερους αριθμούς, σύμφωνα με την

επόμενη:

Πρόταση 2.3 (Γενικευμένη Ανισότητα ΑΜ-ΓΜ).

(a) x3 + y3 + z3 ≥ 3xyz
(b) x+y+z

3
≥ 3

√
xyz

(c) ∑ni=1 xi

n
≥ n

√
x1 ⋅ x2⋯xn

για κάθε x, y, z, xi ≥ 0.

Αποδείξτε το (a) της παραπάνω πρότασης χρησι-

μοποιώντας την ταυτότητα του Euler (1.4). Αποδε-

ίξτε το (b) της παραπάνω πρότασης χρησιμοποιώντας

το (a).
Σημαντικές ανισότητες προκύπτουν εύκολα για το

άθροισμα αντίστροφων θετικών ή αρνητικών αριθμών:

Πρόταση 2.4. (a) x
y
+ y
x
≥ 2, αν x, y ομόσημοι.

(b) y
x
+ x
y
≤ −2, αν x, y ετερόσημοι.

Με τη βοήθεια της προηγούμενης πρότασης να

αποδειχθεί το επόμενο:

Πόρισμα 2.4.1 (΄Αθροισμα αντιστρόφων). Ισχύουν:

(a) x + 1
x
≥ 2, ∀x > 0

(b) x + 1
x
≤ 2, ∀x < 0

2.1.1 Ανισότητες υπό συνθήκη

Σε κάποιες ασκήσεις (συχνές στον Ευκλείδη Α΄ λυ-

κείου) δίνεται κάποια συνθήκη για τους αριθμούς και

ζητείται να αποδειχθεί κάποια ανισότητα για αυτούς.

Παράδειγμα 2.1. Αν ισχύει ότι: x + y + z = 2, να
αποδειχθεί ότι: x2 + y2 + z2 ≥ 4(xy + yz + zx − 1)

Ἀπόδειξη. Εδώ θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τη

δοσμένη συνθήκη, ώστε να μετατραπεί η ζητούμενη

σε κάποια γνωστή ανισότητα με ισοδυναμίες, είτε να

ξεκινήσουμε από το ένα μέλος της ανισότητας που

θέλουμε να αποδείξουμε και να καταλήξουμε στο άλλο

μέλος, χρησιμοποιώντας τη δοσμένση σχέση: Καταρ-

χήν, παρατηρούμε ότι η δοσμένη για να είναι χρήσιμη

πρέπει να τη μετατρέψουμε σε μορφή που να έχει τε-

τράγωνα, διότι έτσι εμφανίζονται οι μεταβλητές στη

ζητούμενη. Οπότε έχουμε:

x + y + z = 2⇒ (x + y + z)2 = 4

Η αποδεικτέα γράφεται:

x2 + y2 + z2 ≥ 4xy + 4yz + 4xz − 4⇔
x2 + y2 + z2 ≥ 4xy + 4yz + 4xz − (x + y + z)2⇔
x2 + y2 + z2 ≥ 2xy + 2yz + 2xz − x2 − y2 − z2⇔

x2 + y2 − 2xy + x2 + z2 − 2xz + y2 + z2 − 2yz ≥ 0⇔
(x − y)2 + (x − z)2 + (y − z)2 ≥ 0

Η τελευταία ισχύει αφού πρόκειται για άθροισμα τε-

τραγώνων πραγματικών αριθμών.

2.1.2 Εισαγωγικές Ασκήσεις

Ασκηση 2.1. Να αποδειχθούν:
(a)(x + y)2 ≥ 4xy (b)(x − y)2 ≥ −4xy

Ασκηση 2.2. Να αποδειχθούν:
(a) x2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + zx
(b) (x + y + z)2 ≥ 3(xy + yz + zx)
(c) 3(x2 + y2 + z2) ≥ (x + y + z)2

Ασκηση 2.3. Αν x, y, z ∈ R+
και x + y + z ≥ xyz,

τότε:

x2 + y2 + z2 ≥ xyz

Ασκηση 2.4. Αν x, y ∈ R τότε:

x2 + xy + y2 ≥ 3(x + y − 1)
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Ασκηση 2.5. Αν x, y > 0,τότε:
(a) √

xy ≥ 2
1
x+ 1

y

(b) x+y
2

≥ √
xy ≥ 2

1
x+ 1

y

Ασκηση 2.6. Αν x, y > 0, τότε:
1
x
+ 1
y
≥ 2√

xy

Πότε ισχύει η ισότητα;

Ασκηση 2.7. Αν x, y > 0, τότε:

(a) x2+y2
x+y ≥ x+y

2

(b) x+y
4

≥ xy
x+y

Πότε ισχύουν οι ισότητες;

Ασκηση 2.8 (*Ανισότητα Nesbitt). x, y, z > 0

x

y + z +
y

x + z +
z

x + y ≥ 3

2

Μερικές ανισότητες όπως η προηγούμενη, η συμ-

μετρία και η αρμονία που περιέχουν είναι αρκετές για

να ασχολείται κάποιος με τα μαθηματικά.

Ασκηση 2.9. Αν x, y, z ∈ R,τότε:

x4 + y4 + z4 ≥ xyz(x + y + z)

Ασκηση 2.10. Αν x, y, z ∈ R, x, y, z > 1,τότε:

xyz + 1

x
+ 1

y
+ 1

z
> x + y + z + 1

xyz

Σε ανισότητες υπό συνθήκη, αν η συνθήκη είναι

ισότητα μπορεί να οδηγήσει και σε χρήσιμη ανισόη-

τητα:

Ασκηση 2.11. Αν x, y, z,w ∈ R και x4 + y4 + z4 +
w4 = 16, τότε να αποδειχθεί ότι:

x5 + y5 + z5 +w5 ≤ 32

Ασκηση 2.12. Αν x ∈ R, τότε να αποδειχθεί ότι:

2x4 + 1 ≥ 2x3 + x2

Ασκηση 2.13. Αν a > 0, a5 − a3 + a = 3 τότε:
a6 ≥ 5.

Ασκηση 2.14. Αν x, y, z ≥ 0, τότε:

√
x +√

y +√
z

x + y + z + 1
≤

√
3

2

Ασκηση 2.15. Αν x, y, z ∈ R+
και x + y + z ≥

xyz,τότε:
x2 + y2 + z2 ≥ xyz

2.1.3 Ευρύτερες Ανισότητες

΄Ηδη έχουν εμφανιστεί στα προηγούμενα ανισότητες,

οι οποίες έχουν προκύψει από «αντίστοιχες» ταυτότη-

τες. Στο επόμενο συγκεντρώνονται μερικές από αυ-

τές.

Θεώρημα 2.2 (Ανισότητες από ταυτότητες).

(a) x3 + y3 + z3 ≥ 3xyz, ∀x, y, z ≥ 0
(b) (a2 + b2)(x2 + y2) ≥ (ax + by)2,∀x, y, a, b ∈ R

Η επόμενη φέρει το όνομα Cauchy-Buniakowsky-
Schwarz και μπορεί να αποδειχθεί και αυτή με τη βο-

ήθεια της ταυτότητας Lagrange

Θεώρημα 2.3 (Ανισότητα C.B.S.).

(x21 + x22 +⋯x2n)(y21 + y22 +⋯ + y2n) ≥
≥ (x1y1 + x2y2 +⋯ + xnyn)2

Ακολουθεί η γενικευμένη μορφής της ανισότητας

Τετραγωνικού, Αριθμητικού, Γεωμετρικού, Αρμονι-

κού μέσου.

Θεώρημα 2.4 (Γενικευμένη ανισότητα Τ-Α-Γ-Α

μέσου). ΄Εστω x1, x2, . . . , xn ∈ R θετικοί πραγμα-
τικοί αριθμοί, τότε ισχύει:

√
x21 + x22 +⋯ + x2n

n
≥ x1 + x2 +⋯ + xn

n
≥

≥ n
√
x1 ⋅ x2⋯xn ≥

n
1
x1
+ 1
xn

+⋯ + 1
xn

Θεώρημα 2.5 (Ανισότητα Αναδιάταξης). Ας είναι:

x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn, y1 ≤ y2 ≤ . . . yn και
(z1, z2, . . . , zn) μία αναδιάταξη των xi, τότε:

x1y1 + x2y2 +⋯ + xnyn ≥
≥ z1y1 + z2y2 +⋯ + znyn ≥
≥ xny1 + xn−1y2 +⋯ + x1yn

2.1.4 Εφαρμογές σε ασκήσεις

Ασκηση 2.16. Αν x, y, z > 0 τότε:

(x+y + z)(x2 + y2 + z2) ≥ 9xyz

Ασκηση 2.17. Αν x, y, z > 0 τότε :

(a) (x + y) ( 1

x
+ 1

y
) ≥ 4

(b) (x + y + z) ( 1

x
+ 1

y
+ 1

z
) ≥ 9

Ασκηση 2.18. Αν x, y, z > 0 τότε:

x3 + y3 + z3 ≥ x2y + y2z + z2x

Ασκηση 2.19. Να αποδειχθεί ότι:

(x21 + x22 +⋯ + x2n)(
1

x21
+ 1

x22
+⋯ 1

x2n
) ≥ n2

Ασκηση 2.20. Αν x, y, z,w ∈ R+, xyzw = 1 τότε
ισχύει:

x2 + y2 + z2 +w2 + xy + xz + xw + yz + yw + zw ≥ 10

Ασκηση 2.21. Αν x1, x2, . . . xn ∈ R και

(y1, y2, . . . yn) μία αναδιάταξή τους, τότε:

x21 + x22 +⋯ + x2n ≥ x1y2 + x2y2 +⋯ + xnyn
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2.2 Jèmata anisot twn

2.2.1 Ομάδα Α΄

Θέμα 2.1. [Θαλής Α λυκείου 2006]
Αν α,β, γ πραγματικοί αριθμοί διάφοροι του μηδενός

να αποδείξετε ότι: (α
β
+ β
γ
+ γ
α
)
2

≥ 3(α
γ
+ γ
β
+ β
α
)

Θέμα 2.2. [Ευκλείδης Α λυκείου 2011]
Να βρείτε το υποσύνολο των πραγμα-

τικών αριθμών στο οποίο συναληθεύουν

οι ανισώσεις:
x2

4
+ ∣x∣ − 1

3
≤ ∣x∣ + x2

4
και

x + 1

2
+ x(x + 1)

4
> (x + 2)2

4

Θέμα 2.3. [Ευκλείδης Α λυκείου 2007]
Αν οι αριθμοί x, y, z είναι τέτοιοι ώστε

x > 0, y + 1 > 0, z + 2 > 0 και x + y + z = 3, να απο-

δείξετε ότι
x(y + 1)
x + y + 1

+ (y + 1)(z + 2)
y + z + 3

+ x(z + 2)
x + z + 2

≤ 3.

Για ποιες τιμές των x, y, z ισχύει η ισότητα;

Θέμα 2.4. [Ευκλείδης Α λυκείου 2006]
Αν είναι x, y > 0 και x3 + y2 ≤ 64, να αποδείξετε ότι:

x4 + y3 < 512

Θέμα 2.5. [Ευκλείδης Α λυκείου 2005]
Οι αριθμοί α και β είναι θετικοί και ισχύει α + β = λ.
Να δειχτεί ότι

4

3λ
≤ 1

α + λ +
1

β + λ < 3

2λ
.

Θέμα 2.6. [Ευκλείδης Α λυκείου 2004]
΄Εστω β και γ είναι τα μήκη των καθέτων πλευρών

ορθογωνίου τριγώνου με υποτείνουσα α. Να δειχτεί

ότι β4 + β2γ2 + γ4 ≥ 3

4
α4.

Θέμα 2.7. [Ευκλείδης Α λυκείου 2003]
Οι αριθμοί µ, ν είναι θετικοί ακέραιοι με µ ≤ 6008. Να

προσδιορίσετε τη μικρότερη δυνατή θετική τιμή του

αριθμού A = 3 − µ
ν
.

Θέμα 2.8. [Ευκλείδης Α λυκείου 2002]
Αν x, y, z > 0 να δειχτεί ότι

1

x3 + y3 + xyz +
1

y3 + z3 + xyz +
1

z3 + x3 + xyz ≤ 1

xyz

Θέμα 2.9. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]
Αν α και x πραγματικοί με α ≥ 1, να δειχτεί ότι

x2 + α√
x2 + α − 1

≥ 2.

Πότε ισχύει η ισότητα;

Θέμα 2.10. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]

Θέμα 2.11. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]

Θέμα 2.12. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]

Θέμα 2.13. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]

Θέμα 2.14. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]

2.2.2 Ομάδα Β΄

Θέμα 2.15. [Θαλής Α λυκείου 2001]
Να προσδιορίσετε το μεγαλύτερο πραγματικό αριθμό

M , ο οποίος έχει την ιδιότητα: για όλους τους θε-

τικούς πραγματικούς αριθμούς : α,β με α + β = 1

ισχύει ότι: (1 + 1

α
) ⋅ (1 + 1

β
) ≥M.

Θέμα 2.16. [Ευκλείδης Β λυκείου 2010]
Αν οι α,β, γ είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί

τέτοιοι ώστε
1

α
+ 1

β
+ 1

γ
= 1

αβγ
, να αποδείξετε

ότι 1 ≤
(α3 + β3)γ
α2 + β2

+
(β3 + γ3)α
β2 + γ2 +

(γ3 + α3)β
γ2 + α2

< 2.

Πότε ισχύει η ισότητα ;

Θέμα 2.17. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]

Θέμα 2.18. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]

Θέμα 2.19. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]
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3 Diairetìthta - ArijmoÐ

3.1 PerÐlhyh JewrÐac

3.2 Jèmata Diairetìthtac - Arij-
m¸n

3.2.1 Ομάδα Α΄

Θέμα 3.1. [Θαλής Α λυκείου 2009]
Αν οι αριθμοί µ, ν είναι θετικοί ακέραιοι και ισχύει ότι

4µ−2 + 4ν+2 ≤ 2µ+ν+1 , να αποδείξετε ότι ο ακέραιος

A = 2µ + 2ν είναι πολλαπλάσιο του 34.

3.2.2 Ομάδα Β΄

Θέμα 3.2. [Θαλής Α λυκείου 2001]
Μπορούμε να παραστήσουμε τον αριθμό 2002 ως

άθροισμα ενός τριψήφιου αριθμού και του κύβου του

αθροίσματος των ψηφίων του αριθμού αυτού;
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4 Probl mata - Lektik�

diatupwmènec ask seic

Θέμα 4.1. [Θαλής Α λυκείου 2009]
Μία βρύση A γεμίζει (λειτουργώντας μόνη της) μία

δεξαμενή σε τρεις ώρες. Μία δεύτερη βρύση B γε-

μίζει (λειτουργώντας μόνη της) την ίδια δεξαμενή σε

τέσσερις ώρες. Μία τρίτη τέλος βρύση Γ αδειάζει (λει-

τουργώντας μόνη της) την ίδια δεξαμενή , όταν βέβαια

είναι γεμάτη, σε έξι ώρες. ΄Ενας αυτόματος μηχανι-

σμός ανοίγει με τυχαία σειρά και τις τρεις βρύσες με

τον εξής τρόπο: ανοίγει μία βρύση, μετά από δύο ώρες

ανοίγει μία άλλη και τέλος μετά από μία ώρα ανοίγει

και την άλλη βρύση. ΄Ενας άλλος μηχανισμός μετρά

το χρόνο που χρειάζεται να γεμίσει η δεξαμενή και

ξεκινά τη λειτουργία του μόλις πέσει νερό μέσα στη

δεξαμενή. Ποια είναι εκείνη η σειρά με την οποία, αν

ανοίξει τις βρύσες ο μηχανισμός, ο αριθμός των ωρών

που θα χρειαστούν για να γεμίσει η δεξαμενή θα είναι

ακέραιος αριθμός; Ποιος είναι σε κάθε περίπτωση αυ-

τός ο ακέραιος αριθμός;

Θέμα 4.2. [Θαλής Α λυκείου 2008]

Αν στο
1

8
ενός αριθμού x προσθέσουμε το

1

4
του αριθ-

μού αυτού προκύπτει αριθμός μικρότερος κατά 1255
του αριθμού x . Να βρεθεί ο αριθμός x .

Θέμα 4.3. [Θαλής Α λυκείου 2007]
Δύο παιδιά συζητούν για αλγεβρικά προβλήματα. Ο

Γιάννης λέει στη Μαρία: ΄Εχω σκεφτεί δύο ακέραιους

αριθμούς x και y που είναι τέτοιοι ώστε, αν μειώσω

τον x κατά 50 και αυξήσω τον y κατά 40, τότε το

γινόμενό τους δεν μεταβάλλεται. Η Μαρία ρωτάει το

Γιάννη: Αν αυξήσεις τον αριθμό x κατά 100 και μει-

ώσεις τον αριθμό y κατά 20, τότε πάλι το γινόμενό

τους δεν μεταβάλλεται; Ο Γιάννης απαντάει: Πράγ-

ματι, αυτό ισχύει. Η Μαρία καταλήγει: Τότε γνωρίζω

τους αριθμούς που σκέφθηκες. ΄Εχει δίκιο η Μαρία;

Εσείς μπορείτε να βρείτε τους αριθμούς που σκέφθηκε

ο Γιάννης;

Θέμα 4.4. [Θαλής Α λυκείου 2006]
Η Α΄ τάξη ενός Λυκείου έχει 5 τμήματα που το καθένα

έχει τουλάχιστον 20 μαθητές. Σε καθένα από τους

μαθητές των τμημάτων αυτών δίνουμε 10 €. ΄Ετσι

δώσαμε 1090 €. Να αποδείξετε ότι δύο τουλάχιστον

από τα τμήματα αυτά έχουν τον ίδιο αριθμό μαθητών.

Θέμα 4.5. [Θαλής Α λυκείου 2004]
Το τετράγωνο ενός αριθμού x ισούται με το διπλάσιο

του αριθμού αυξημένο κατά 8. Επιπλέον το διπλάσιο

του αριθμού είναι μεγαλύτερο του −2. Να βρεθεί ο

αριθμός x.

Θέμα 4.6. [Θαλής Α λυκείου 2004]
Αν το τετράγωνο του αθροίσματος των πραγματικών

αριθμών x, y και z ισούται με το τριπλάσιο του αθρο-

ίσματος των τετραγώνων τους και επιπλέον ισχύει

x + 2y + 3z = 60, να βρείτε τους αριθμούς x, y και z.

Θέμα 4.7. [Θαλής Α λυκείου 2003]
Το τετράγωνο ενός αριθμού ισούται με τον αριθμό

αυξημένο κατά 72. Επιπλέον, αν από το 60 αφαι-

ρέσουμε το διπλάσιο του αριθμού, λαμβάνουμε αριθμό

μικρότερο του 52. Να βρεθεί ο αριθμός.

Θέμα 4.8. [Θαλής Α λυκείου 2002]

Θεωρούμε τετράγωνο πλευράς α, με α > 1. Το τε-

τράγωνο που έχει πλευρά κατά 1 μικρότερη του α,
έχει περίμετρο ίση αριθμητικά προς το εμβαδό του αρ-

χικού τετραγώνου. Να βρεθεί η πλευρά α.

Θέμα 4.9. [Θαλής Α λυκείου 2002]

Οι αριθμοί x, y, z,w έχουν την ιδιότητα: Αν προ-

σθέσουμε τρεις οποιουσδήποτε από αυτούς και από το

άθροισμα που θα προκύψει αφαιρέσουμε τον αριθμό 5,
προκύπτει πάντοτε ο αριθμός 2002. Να υπολογίσετε

το άθροισμα x + y + z +w.

Θέμα 4.10. [Θαλής Α λυκείου 2000]
Το τριπλάσιο ενός αριθμού αυξημένο κατά 18 ισούται

με το τετράγωνο του αριθμού. Να βρεθεί ο αριθμός.
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5 Sust mata

Θέμα 5.1. [Θαλής Α λυκείου 2008]
Να προσδιορίσετε τους ακέραιους x, y και

z που είναι τέτοιοι ώστε 0 ≤ x ≤ y ≤ z και

xyz + xy + yz + zx + x + y + z = 44.

Θέμα 5.2. [Θαλής Α λυκείου 2007]
Δύο παιδιά συζητούν για αλγεβρικά προβλήματα. Ο

Γιάννης λέει στη Μαρία: ΄Εχω σκεφτεί δύο ακέραιους

αριθμούς x και y που είναι τέτοιοι ώστε, αν μειώσω

τον x κατά 50 και αυξήσω τον y κατά 40, τότε το

γινόμενό τους δεν μεταβάλλεται. Η Μαρία ρωτάει το

Γιάννη: Αν αυξήσεις τον αριθμό x κατά 100 και μει-

ώσεις τον αριθμό y κατά 20, τότε πάλι το γινόμενό

τους δεν μεταβάλλεται; Ο Γιάννης απαντάει: Πράγ-

ματι, αυτό ισχύει. Η Μαρία καταλήγει: Τότε γνωρίζω

τους αριθμούς που σκέφθηκες. ΄Εχει δίκιο η Μαρία;

Εσείς μπορείτε να βρείτε τους αριθμούς που σκέφθηκε

ο Γιάννης;

Θέμα 5.3. [Ευκλείδης Α λυκείου 2000]
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6 Exis¸seic

Θέμα 6.1. [Θαλής Α λυκείου 2008]

Αν στο
1

8
ενός αριθμού x προσθέσουμε το

1

4
του αριθ-

μού αυτού προκύπτει αριθμός μικρότερος κατά 1255
του αριθμού x . Να βρεθεί ο αριθμός x .

Θέμα 6.2. [Θαλής Α λυκείου 2006]

Να λυθεί η εξίσωση λ(λx + 3) = λ3 + 2λx − 2 για

τις διαφορές πραγματικές τιμές της παραμέτρου λ.

Θέμα 6.3. [Θαλής Α λυκείου 2006]

Να λυθεί η εξίσωση 3(1 + α2 + α4)x = (1 + α + α2)2x + α5 + α4 + α3 − α2 − α − 1
ως προς x, θεωρώντας το α ως παράμετρο.
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7 RÐzec

Θέμα 7.1. [Θαλής Α λυκείου 2005]
Να απλοποιηθεί η παράσταση

√
13 + 30

√
2 +

√
9 + 4

√
2.

Θέμα 7.2. [Θαλής Α λυκείου 2006]

Θέμα 7.3. [Θαλής Α λυκείου 2006]
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