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11   ΒΒΑΑ ΙΙΚΚΔΔ     ΑΑΡΡΥΥΔΔ     ΑΑΠΠΑΑΡΡ ΙΙΘΘΜΜΗΗΗΗ   
 

πλδπαζηηθή είλαη ν θιάδνο ησλ καζεκαηηθώλ πνπ αζρνιείηαη κε ηελ θαηακέηξεζε (απαξίζκεζε) 

ησλ ζηνηρείσλ δηαθόξσλ ζπλόισλ. Σα ηειεπηαία ρξόληα ε ζπλδπαζηηθή απνηειεί ηκήκα ελόο 

επξύηεξνπ θιάδνπ ησλ καζεκαηηθώλ πνπ νλνκάδνληαη “Γηαθξηηά καζεκαηηθά”. 

 

11 .. 11   ΑΑ ΡΡ ΥΥ ΗΗ   ΣΣΟΟ ΤΤ   ΑΑΘΘ ΡΡ ΟΟ ΙΙ  ΜΜ ΑΑ ΣΣ ΟΟ    
 

 Αλ έλα αληηθείκελν i  κπνξεί λα εθιεγεί κε i  ηξόπνπο, ,,3,2,1i   θαη ε εθινγή ηνπ 

i  απνθιείεη ηε ηαπηόρξνλε εθινγή ηνπ j  ji,,3,2,1j,i    ηόηε νπνηνδήπνηε από ηα 

1  ή 2  ή 3  ή ......, ή   κπνξεί λα επηιεγεί κε   21  ηξόπνπο. 

 

11 .. 22   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   ((ΑΑ ΡΡ ΥΥ ΗΗ   ΣΣΟΟ ΤΤ   ΑΑΘΘ ΡΡ ΟΟ ΙΙ  ΜΜ ΑΑ ΣΣ ΟΟ  ))   
 

 Γηαζέηνπκε 4 δηαθνξεηηθά ηεηξάδηα θαη 5 δηαθνξεηηθά ζηπιό. Με πόζνπο ηξόπνπο 

θάπνηνο καζεηήο κπνξεί λα δηαιέμεη έλα ηεηξάδην ή έλα ζηπιό; 

Απάληεζε  

Σν ηεηξάδην (αληηθείκελν 1 ), ν καζεηήο κπνξεί λα ην επηιέμεη κε 41   ηξόπνπο  θαη ε εθινγή 

ηνπ απνθιείεη ηελ εθινγή ζηπιό (αληηθείκελν 2 ). 

Σν ζηπιό (αληηθείκελν 2 ), ν καζεηήο κπνξεί λα ην επηιέμεη κε 52   ηξόπνπο  θαη ε εθινγή ηνπ 

απνθιείεη ηελ εθινγή ηεηξαδίνπ (αληηθείκελν 1 ). 

Άξα νπνηνδήπνηε από ηα 1  ή 2  κπνξεί λα ην επηιέμεη κε 95421   ηξόπνπο. 

 

11 .. 33   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   ((ΑΑ ΡΡ ΥΥ ΗΗ   ΣΣΟΟ ΤΤ   ΑΑΘΘ ΡΡ ΟΟ ΙΙ  ΜΜ ΑΑ ΣΣ ΟΟ  ))   
 

 Σεηξάγσλν πιεπξάο κήθνπο 6 , ην ρσξίδνπκε κε παξάιιειεο επζείεο ζε 

36  ηεηξάγσλα πιεπξάο κήθνπο 1 (όπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα). Πόζα 

ζπλνιηθά ηεηξάγσλα (πνπ νη πιεπξέο ηνπο είλαη παξάιιειεο κε ηηο πιεπξέο 

ηνπ αξρηθνύ ηεηξαγώλνπ), νξίδνληαη (δεκηνπξγνύληαη) κεηά από απηό ην 

ρσξηζκό; 

Λύζε  

ε θάζε πιεπξά ηνπ ηεηξαγώλνπ ζεσξνύκε 5  ζεκεία πνπ (καδί κε ηηο θνξπθέο ηνπ), ηηο ρσξίδνπλ 

ζε έμη ίζα επζύγξακκα ηκήκαηα. Σα παξάιιεια πξνο ηηο πιεπξέο επζύγξακκα ηκήκαηα ηέκλνληαη 

ζε 25  ζεκεία. Έηζη ζην δεκηνπξγνύκελν ζρεκαηηζκό (πνπ νλνκάδεηαη θαη “ηεηξαγσληθό πιέγκα”) 

έρνπκε 49  ζεκεία, πνπ ζα απνηειέζνπλ ηηο θνξπθέο ησλ ηεηξαγώλσλ. 

 

Σν ηεηξάγσλν ρσξίδεηαη αξρηθά ζε ηεηξάγσλα ηύπνπ 1T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 1). 

Με θνξπθέο ηα ζεκεία ηνπ “πιέγκαηνο” παξαηεξνύκε όηη δεκηνπξγνύληαη ηεηξάγσλα ηύπνπ 2T  

(πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 2), ηεηξάγσλα ηύπνπ 3T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 3), 

ηεηξάγσλα ηύπνπ 4T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 4 ),  ηεηξάγσλα ηύπνπ 5T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο 

έρεη κήθνο  5 ) θαη ηέινο δεκηνπξγείηαη ην αξρηθό ηεηξάγσλν πνπ κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί σο 

ηεηξάγσλν ηύπνπ 6T  (δειαδή ε πιεπξά ηνπ έρεη κήθνο  6 ). 
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Σν πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 1T  είλαη πξνθαλώο 3662  . 

Σν πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 2T  είλαη 255)16( 22  . (Βξείηε όινπο ηνπο δπλαηνύο 

ηξόπνπο πνπ κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε ην ηεηξάγσλν ηύπνπ 2T , κέζα ζην κεγάιν ηεηξάγσλν ή 

κεηξήζηε ηα ζεκεία πνπ κπνξεί λα είλαη θέληξα ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 2T ). 

 

 
 

Σν πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 3T  είλαη 164)26( 22  . (Βξείηε όινπο ηνπο δπλαηνύο 

ηξόπνπο πνπ κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε ην ηεηξάγσλν ηύπνπ 3T , κέζα ζην κεγάιν ηεηξάγσλν ή 

κεηξήζηε ηα ζεκεία πνπ κπνξεί λα είλαη θέληξα ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 3T ). 

 

 
 

Σν πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 4T  είλαη 93)36( 22  . (Βξείηε όινπο ηνπο δπλαηνύο 

ηξόπνπο πνπ κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε ην ηεηξάγσλν ηύπνπ 4T , κέζα ζην κεγάιν ηεηξάγσλν ή 

κεηξήζηε ηα ζεκεία πνπ κπνξεί λα είλαη θέληξα ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 4T ). 
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Σν πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 5T  είλαη 42)46( 22  . (Βξείηε όινπο ηνπο δπλαηνύο 

ηξόπνπο πνπ κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε ην ηεηξάγσλν ηύπνπ 5T , κέζα ζην κεγάιν ηεηξάγσλν ή 

κεηξήζηε ηα ζεκεία πνπ κπνξεί λα είλαη θέληξα ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 5T ). 

 

Σέινο δεκηνπξγείηαη έλα κόλν ηεηξάπιεπξν ηύπνπ 6T  (ην αξρηθό ηεηξάγσλν). 

Άξα δεκηνπξγνύληαη ζπλνιηθά 91
6

)162)(16(6
654321 222222 


  ην πιήζνο  

ηεηξάγσλα. 

 

11 .. 44   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   ((ΑΑ ΡΡ ΥΥ ΗΗ   ΣΣΟΟ ΤΤ   ΑΑΘΘ ΡΡ ΟΟ ΙΙ  ΜΜ ΑΑ ΣΣ ΟΟ  ))   
 

 Σεηξάγσλν πιεπξάο  , ην ρσξίδνπκε  κε παξάιιειεο επζείεο ζε 2  ηεηξάγσλα πιεπξάο 

1. Πόζα ζπλνιηθά ηεηξάγσλα νξίδνληαη (πνπ νη πιεπξέο ηνπο είλαη παξάιιειεο κε ηηο πιεπξέο 

ηνπ αξρηθνύ ηεηξαγώλνπ) κεηά από απηό ην ρσξηζκό;  

Απάληεζε  

Σν ηεηξάγσλν ρσξίδεηαη ζε ηεηξάγσλα ηύπνπ 1T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 1), ζε ηεηξάγσλα 

ηύπνπ 2T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 2), ζε ηεηξάγσλα ηύπνπ 3T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη 

κήθνο 3) θαη …ζε ηεηξάγσλα ηύπνπ T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο  ). 

Σν πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 1T  είλαη 2 . 

Σν πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 2T  είλαη 2)1(  . (Βξείηε όινπο ηνπο δπλαηνύο ηξόπνπο πνπ 

κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε ην ηεηξάγσλν ηύπνπ 2T , κέζα ζην κεγάιν ηεηξάγσλν). 

Σν πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηύπνπ 3T  είλαη 2)2(  . (Βξείηε όινπο ηνπο δπλαηνύο ηξόπνπο πνπ 

κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε ην ηεηξάγσλν ηύπνπ 3T , κέζα ζην κεγάιν ηεηξάγσλν). 

Σέινο δεκηνπξγείηαη έλα κόλν ηεηξάγσλν ηύπνπ T . 

Άξα δεκηνπξγνύληαη ζπλνιηθά 
6

)12)(1(
21 222 




  ην πιήζνο  ηεηξάγσλα. 

 

11 .. 55   ΠΠΟΟ ΛΛ ΛΛ ΑΑ ΠΠ ΛΛ ΑΑ  ΙΙ ΑΑ  ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΗΗ   ΑΑ ΡΡ ΥΥ ΗΗ   
 

 Αλ έλα αληηθείκελν 1  κπνξεί λα εθιεγεί κε 1  ηξόπνπο θαη γηα θάζε έλα από απηνύο 

ηνπο ηξόπνπο έλα αληηθείκελν 2  κπνξεί λα εθιεγεί κε 2  ηξόπνπο …..θαη γηα θάζε έλα από 

απηνύο ηνπο ηξόπνπο έλα αληηθείκελν   κπνξεί λα εθιεγεί κε   ηξόπνπο, ηόηε όια ηα 
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αληηθείκελα 1  θαη 2  θαη 3  θαη ......, θαη   κπνξνύλ λα επηιεγνύλ κε   21  

ηξόπνπο. 

 

11 .. 66   ΠΠ ΑΑ ΡΡ ΑΑ ΓΓ ΔΔ ΙΙ ΓΓ ΜΜ ΑΑ     ((ΠΠΟΟ ΛΛ ΛΛ ΑΑ ΠΠ ΛΛΑΑ  ΙΙ ΑΑ  ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΗΗ   ΑΑ ΡΡ ΥΥ ΗΗ ))   
 

 Γηαζέηνπκε έλα θαιάζη πνπ πεξηέρεη έλα πνξηνθάιη, έλα κήιν θαη έλα αριάδη. Με πόζνπο 

ηξόπνπο κπνξνύκε λα δηαιέμνπκε δύν θξνύηα θαη λα ηα δώζνπκε ζε δύν παηδηά; 

Απάληεζε  

Σν πξώην θξνύην (αληηθείκελν 1 ), κπνξνύκε λα ην δηαιέμνπκε κε 31   δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο 

(δηόηη ππάξρνπλ 3  δηαθνξεηηθά θξνύηα ζην θαιάζη) θαη γηα θάζε έλα από απηνύο ηνπο ηξόπνπο 

κπνξνύκε λα δηαιέμνπκε ην δεύηεξν θξνύην (αληηθείκελν 2 ), κε 22   ηξόπνπο (δηόηη ππάξρνπλ 

2  δηαθνξεηηθά θξνύηα ζην θαιάζη κεηά ηελ εθινγή ηνπ πξώηνπ θξνύηνπ). 

Άξα θαη  ηα δύν αληηθείκελα (θξνύηα) 1  θαη 2  κπνξνύκε λα ηα επηιέμνπκε κε 2321   

ηξόπνπο. 

Παξαηήξεζε 

Γηα λα γίλεη πεξηζόηεξν θαηαλνεηή ε πνιιαπιαζηαζηηθή αξρή, ζα βξνύκε κε ηε βνήζεηα ησλ 

δελδξνδηαγξακκάησλ όινπο ηνπο δπλαηνύο ηξόπνπο επηινγήο ησλ θξνύησλ. 

 

 
 

πληνκνγξαθηθά, όινη νη δπλαηνί ηξόπνη επηινγήο ησλ θξνύησλ είλαη: ΑΜ,ΑΠ,ΜΑ,ΜΠ,ΠΑ,ΠΜ. 

 

11 .. 77   ΠΠ ΑΑ ΡΡ ΑΑ ΓΓ ΔΔ ΙΙ ΓΓ ΜΜ ΑΑ   ((ΠΠΟΟ ΛΛ ΛΛ ΑΑ ΠΠ ΛΛ ΑΑ ΙΙ ΑΑ  ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΗΗ   ΑΑ ΡΡ ΥΥ ΗΗ ))   
 

 Πόζνπο πεξηηηνύο ηξηςήθηνπο αξηζκνύο (κε κε επαλαιακβαλόκελα ςεθία) κπνξνύκε λα 

δεκηνπξγήζνπκε, ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο αξηζκνύο 9,8,6,5,2,1 ; 

Απάληεζε  
Όινη νη αξηζκνί πνπ δηαζέηνπκε είλαη έμη θαη ηξείο από απηνύο είλαη πεξηηηνί. 

Σν ηειεπηαίν ςεθίν ηνπ αξηζκνύ πνπ ζα δεκηνπξγήζνπκε κπνξνύκε λα ην επηιέμνπκε κε ηξείο 

δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο από ηνπο 9,5,1  (εθόζνλ ζέινπκε ν αξηζκόο λα είλαη πεξηηηόο). 

Σν δεύηεξν ςεθίν ηνπ αξηζκνύ κπνξνύκε λα ην δηαιέμνπκε κε πέληε δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο (δηόηη 

ζα απνκείλνπλ πέληε αξηζκνί πξνο επηινγή κεηά ηελ εθινγή ηνπ ηειεπηαίνπ ςεθίνπ). 

Σν πξώην ςεθίν ηνπ αξηζκνύ κπνξνύκε λα ην επηιέμνπκε κε ηέζζεξεηο δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. 

Άξα κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε 60543   ηξηςήθηνπο πεξηηηνύο αξηζκνύο. 
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11 .. 88   ΓΓ ΙΙ ΑΑ ΣΣ ΑΑ ΞΞ ΔΔ ΙΙ      
 

 Γηαηάμεηο ησλ   αληηθεηκέλσλ αλά   είλαη νη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα 

επηιέμνπκε   ην πιήζνο αληηθείκελα από έλα ζύλνιν   αληηθεηκέλσλ θαη λα ηα 

ηνπνζεηήζνπκε ζηε ζεηξά. 

Σν πιήζνο ησλ δηαηάμεσλ ησλ   αληηθεηκέλσλ αλά   είλαη: 

)1()2()1(     

θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε ),(P   ή  )( . 

Υξεζηκνπνηώληαο ην ζπκβνιηζκό !321     έρνπκε: 

)!(

!
),(P







 . 

 

11 .. 99   ΠΠ ΑΑ ΡΡ ΑΑ ΓΓ ΔΔ ΙΙ ΓΓ ΜΜ ΑΑ   ((ΓΓ ΙΙ ΑΑ ΣΣ ΑΑ ΞΞ ΔΔ ΙΙ  ))     
 

 Πόζνπο ηξηςήθηνπο αξηζκνύο (κε κε επαλαιακβαλόκελα ςεθία) κπνξνύκε λα 

δεκηνπξγήζνπκε, ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο αξηζκνύο 6,5,4,3,2,1 ; 

Απάληεζε  
Σν πιήζνο ησλ ηξηςεθίσλ αξηζκώλ πνπ κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε, ηζνύηαη κε ηηο δηαηάμεηο 

ησλ 6 αξηζκώλ (πνπ καο δίλνληαη) αλά 3. 

 Γειαδή: 120654
321

654321

!3

!6

)!36(

!6
)3,6(P 







 . 

Παξαηήξεζε  
Σν πξόβιεκα κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί θαη κε ηε βνήζεηα ηεο πνιιαπιαζηαζηηθήο αξρήο. 

Σν πξώην ςεθίν κπνξεί λα επηιεγεί κε 6 ηξόπνπο. 

Σν δεύηεξν ςεθίν κπνξεί λα επηιεγεί κε 5 ηξόπνπο. 

Σν ηξίην ςεθίν κπνξεί λα επηιεγεί κε 4 ηξόπνπο. 

Άξα ν ηξηςήθηνο αξηζκόο κπνξεί λα επηιεγεί κε 120456   ηξόπνπο. 

 

11 .. 1100   ΔΔΠΠ ΑΑ ΝΝ ΑΑ ΛΛ ΗΗ ΠΠ ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΔΔ    ΓΓ ΙΙ ΑΑ ΣΣ ΑΑ ΞΞ ΔΔ ΙΙ    
 

 Σν πιήζνο ησλ δηαηάμεσλ   αληηθεηκέλσλ αλά   κε επαλάιεςε (ρσξίο πεξηνξηζκό) ην 

ζπκβνιίδνπκε  κε ),(  θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε:  
 ),( . 

 

11 .. 11 11       ΠΠ ΑΑ ΡΡ ΑΑ ΓΓ ΔΔ ΙΙ ΓΓ ΜΜ ΑΑ   ((ΔΔΠΠ ΑΑ ΝΝ ΑΑ ΛΛ ΗΗΠΠ ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΔΔ    ΓΓ ΙΙ ΑΑ ΣΣ ΑΑ ΞΞ ΔΔ ΙΙ  ))   

 Πόζνπο ηξηςήθηνπο αξηζκνύο κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε, ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο 

αξηζκνύο 6,5,4,3,2,1 ; 

Απάληεζε  
Σν πιήζνο ησλ ηξηςεθίσλ αξηζκώλ πνπ κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε, ηζνύηαη κε ηηο 

επαλαιεπηηθέο δηαηάμεηο ησλ 6 αξηζκώλ (πνπ καο δίλνληαη) αλά 3. 

Γειαδή: 2166)3,6( 3  . 

Παξαηήξεζε 
Σν πξόβιεκα κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί θαη κε ηε βνήζεηα ηεο πνιιαπιαζηαζηηθήο αξρήο. 

Σν πξώην ςεθίν κπνξεί λα επηιεγεί κε 6 ηξόπνπο. 

Σν δεύηεξν ςεθίν κπνξεί λα επηιεγεί κε 6 ηξόπνπο. 

Σν ηξίην ςεθίν κπνξεί λα επηιεγεί κε 6 ηξόπνπο. 

sot
Highlight



ΤΝΓΤΑΣΙΚΗ  ΓΙΑ ΟΛΤΜΠΙΑΓΔ 

- 7 - 

Άξα ν ηξηςήθηνο αξηζκόο κπνξεί λα επηιεγεί κε 216666   ηξόπνπο. 

(Σν δεύηεξν θαη ην ηξίην ςεθίν κπνξνύλ λα επηιεγνύλ κε 6 ηξόπνπο δηόηη δελ ππάξρεη θαλέλαο 

πεξηνξηζκόο γηα ηε δεκηνπξγία ηνπ ηξηςήθηνπ αξηζκνύ) 

 

11 .. 1122       ΠΠ ΑΑ ΡΡ ΑΑ ΓΓ ΔΔ ΙΙ ΓΓ ΜΜ ΑΑ   ((ΔΔΠΠ ΑΑ ΝΝ ΑΑ ΛΛ ΗΗΠΠ ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΔΔ    ΓΓ ΙΙ ΑΑ ΣΣ ΑΑ ΞΞ ΔΔ ΙΙ  ))   

 Γέθα άηνκα βξίζθνληαη ζηνλ αλειθπζηήξα (αζαλζέξ) ελόο επηαόξνθνπ θηηξίνπ. Ο 

αλειπζηήξαο μεθηλά από ην ηζόγεην θαη όινη νη επηβάηεο θαηεβαίλνπλ ζε θάπνην όξνθν. Με 

πόζνπο ηξόπνπο κπνξνύλ λα θαηεβνύλ νη επηβάηεο ζηνπο επηά νξόθνπο;  

Απάληεζε  

Σν πιήζνο ησλ ηξόπσλ ηζνύηαη κε ηηο επαλαιεπηηθέο δηαηάμεηο ησλ 7  νξόθσλ αλά 10 . 

Γειαδή: 107)10,7(  . 

Παξαηήξεζε 
Σν πξόβιεκα κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί θαη κε ηε βνήζεηα ηεο πνιιαπιαζηαζηηθήο αξρήο. 

Σν πξώην άηνκν κπνξεί λα θαηεβεί κε 7  δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. 

Σν δεύηεξν άηνκν κπνξεί λα θαηεβεί κε 7  δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. 

………. 

Σν δέθαην άηνκν κπνξεί λα θαηεβεί κε 7  δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. 

Άξα νη επηβάηεο κπνξνύλ λα θαηεβνύλ  
1077777    ηξόπνπο. 

 

11 .. 11 33       ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   ((ΔΔΠΠ ΑΑ ΝΝ ΑΑ ΛΛ ΗΗ ΠΠΣΣ ΙΙ ΚΚ ΔΔ    ΓΓ ΙΙ ΑΑ ΣΣ ΑΑ ΞΞ ΔΔ ΙΙ  ))   

 Με πόζνπο ηξόπνπο κπνξνύλ λα θαηαιύζνπλ δέθα ηνπξίζηεο, ζηα επηά μελνδνρεία κηάο 

πόιεο ;  

Απάληεζε  
Η ίδηα αθξηβώο ιύζε κε ην πξνεγνύκελν πξόβιεκα. 

 

11 .. 1144       ΜΜΔΔ ΣΣ ΑΑ ΘΘ ΔΔ  ΔΔ ΙΙ    
 

 Μεηαζέζεηο ησλ   αληηθεηκέλσλ είλαη νη δηαηάμεηο ησλ   αληηθεηκέλσλ αλά  . Γειαδή 

είλαη νη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα δηαηάμνπκε   δηαθνξεηηθά κεηαμύ ηνπο 

αληηθείκελα. 

Σν πιήζνο ησλ κεηαζέζεσλ   αληηθεηκέλσλ ζπκβνιίδεηαη κε )(  θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε 

!)(   . 

 

11 .. 1155       ΔΔΠΠ ΑΑ ΝΝ ΑΑ ΛΛ ΗΗ ΠΠ ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΔΔ    ΜΜΔΔ ΣΣ ΑΑ ΘΘΔΔ  ΔΔ ΙΙ    
 

 Σν πιήζνο ησλ κεηαζέζεσλ   εηδώλ αληηθεηκέλσλ κε  ,,, 21   ζηνηρεία αληίζηνηρα 

ην ζπκβνιίδνπκε κε ),,,( 21    θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

!!!

)!(
),,,(

21

21
21

















 . 

 

11 .. 1166        ΤΤ ΝΝ ΓΓ ΤΤ ΑΑ  ΜΜ ΟΟ ΙΙ   
 

 πλδπαζκνί ησλ   αληηθεηκέλσλ αλά   είλαη νη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα 

επηιέμνπκε   ην πιήζνο αληηθείκελα από έλα ζύλνιν   αληηθεηκέλσλ. 

(ηε πεξίπησζε ησλ ζπλδπαζκώλ δελ καο ελδηαθέξεη ε δηάηαμε επηινγήο ή ηνπνζέηεζεο ησλ 

  επηιεγόκελσλ αληηθεηκέλσλ). 

sot
Highlight

sot
Highlight

sot
Highlight

sot
Highlight
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Σνπο ζπλδπαζκνύο  ησλ   αληηθεηκέλσλ αλά  , ηνπο ζπκβνιίδνπκε κε ),(C   ή 











 θαη 

δίλεηαη από ηε ζρέζε:          
!)!(

!
),(C




















 . 

 

11 .. 11 77       ΠΠ ΑΑ ΡΡ ΑΑ ΓΓ ΔΔ ΙΙ ΓΓ ΜΜ ΑΑ   (( ΤΤ ΝΝ ΓΓ ΤΤ ΑΑ  ΜΜ ΟΟ ΙΙ ))   

 
 Με πόζνπο ηξόπνπο έλαο πξνπνλεηήο κίαο νκάδαο κπάζθεη κπνξεί λα επηιέμεη ηελ αξρηθή 

πεληάδα, από ηνπο δώδεθα παίρηεο πνπ έρεη ζηε δηάζεζή ηνπ; 

Απάληεζε  
Οη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο ν πξνπνλεηήο κπνξεί λα επηιέμεη ηελ αξρηθή πεληάδα (επεηδή δελ καο 

ελδηαθέξεη ε ζεηξά κε ηελ νπνία ζα επηιεγνύλ νη παίρηεο)  είλαη όζνη νη ζπλδπαζκνί ησλ 12 

αληηθεηκέλσλ (παίρηεο) αλά 5. 

Γειαδή ππάξρνπλ: 



















54321

12111098

!5!7

!12

!5)!512(

!12

5

12
)5,12(C  

792117212.1123
5

1211103

53

1211109








  

ηξόπνη επηινγήο ηεο αξρηθήο πεληάδαο. 

 

11 .. 1188       ΔΔΠΠ ΑΑ ΝΝ ΑΑ ΛΛ ΗΗ ΠΠ ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΟΟ ΙΙ    ΤΤ ΝΝ ΓΓ ΤΤ ΑΑ  ΜΜ ΟΟ ΙΙ   
 

 πλδπαζκνί ησλ   αληηθεηκέλσλ αλά   κε επαλάιεςε είλαη νη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο 

κπνξνύκε λα επηιέμνπκε   ην πιήζνο αληηθείκελα από έλα ζύλνιν   αληηθεηκέλσλ κε 

επαλάιεςε. 

(ηε πεξίπησζε ησλ ζπλδπαζκώλ δελ καο ελδηαθέξεη ε δηάηαμε επηινγήο ή ηνπνζέηεζεο ησλ 

  επηιεγόκελσλ αληηθεηκέλσλ). 

Σνπο ζπλδπαζκνύο  ησλ   αληηθεηκέλσλ αλά   κε επαλάιεςε, ηνπο ζπκβνιίδνπκε κε 

),(C   ή 











 θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε:     







 




















1
),(C . 

 

11 .. 11 99     ΠΠ ΑΑ ΡΡ ΑΑ ΓΓ ΔΔ ΙΙ ΓΓ ΜΜ ΑΑ   ((ΔΔΠΠ ΑΑ ΝΝ ΑΑ ΛΛ ΗΗ ΠΠ ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΟΟ ΙΙ    ΤΤ ΝΝ ΓΓ ΤΤ ΑΑ  ΜΜ ΟΟ ΙΙ ))   

 
 Ρίρλνπκε ηαπηόρξνλα 3 ίδηα λνκίζκαηα. Πόζα είλαη ηα δπλαηά απνηειέζκαηα; 

Απάληεζε:  
Καηά ηε ξίςε λνκίζκαηνο, ηα δπλαηά απνηειέζκαηα είλαη “K” (Κεθάιη)  ή “Γ” (Γξάκκαηα). 

Πξνθαλώο θαηά ηε ξίςε ηξηώλ λνκηζκάησλ, ηα δπλαηά απνηειέζκαηα είλαη: 

ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΓ θαη ΓΓΓ. 

(Γελ καο ελδηαθέξεη ε δηάηαμε ησλ “K” θαη “Γ” δηόηη ηα λνκίζκαηα ξίρλνληαη ηαπηόρξνλα) 

Γειαδή ηα δπλαηά απνηειέζκαηα είλαη 4. 

 Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηώξα ηηο επαλαιεπηηθέο δηαηάμεηο γηα λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα. 

Σα δπλαηά απνηειέζκαηα είλαη όζνη νη ζπλδπαζκνί κε επαλάιεςε ησλ 2  αληηθεηκέλσλ αλά 

3 . Σα “αληηθείκελα” πνπ επηιέγνπκε είλαη “Κ” ή  “Γ”  θαη νη επαλαιήςεηο πνπ κπνξνύκε λα 

έρνπκε είλαη ηξείο. 

Γειαδή ηα δπλαηά απνηειέζκαηα είλαη: 
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4
!3

!4

!3)!34(

!4

3

4

3

132

3

2
)3,2(C 



















 









 . 

 

11 .. 2200   ΠΠ ΑΑ ΡΡ ΑΑ ΓΓ ΔΔ ΙΙ ΓΓ ΜΜ ΑΑ   ((ΔΔΠΠ ΑΑ ΝΝ ΑΑ ΛΛ ΗΗ ΠΠ ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΔΔ    ΜΜΔΔ ΣΣ ΑΑ ΘΘ ΔΔ  ΔΔ ΙΙ  ))   
 

Όηαλ ιέκε “αλαγξακκαηηζκό” κηάο ιέμεο, ελλννύκε κία θαηλνύξγηα (όρη θαη αλάγθε κε λόεκα) 

ιέμε πνπ πξνθύπηεη αλ αιιάμνπκε ηε ζεηξά ησλ γξακκάησλ (αλαδηαηάμνπκε ηα γξάκκαηα), ηεο 

αξρηθήο ιέμεο. 

 

 Να βξεζεί ην πιήζνο ησλ αλαγξακκαηηζκώλ ηεο ιέμεο “ΘΑΛΑΑ”. 

Απάληεζε  

 

1
νο

 Σξόπνο (Με Δπαλαιιεπηηθέο Μεηαζέζεηο) 

 

ηε ιέμε “ΘΑΛΑΑ” ππάξρεη ηξείο θνξέο ην γξάκκα “Α”, δύν θνξέο ην γξάκκα “”, κία θνξά 

ην γξάκκα “Θ” θαη κία θνξά ην γξάκκα “Λ”. 

Άξα ην πιήζνο ησλ αλαγξακκαηηζκώλ ηζνύηαη κε ηηο επαλαιεπηηθέο δηαηάμεηο ησλ ηεζζάξσλ εηδώλ 

αληηθεηκέλσλ Α,,Θ,Λ ( 4  γξάκκαηα ζπκκεηέρνπλ) κε 3 , 2 , 1 , 1  πιήζνο ζηνηρείσλ αληίζηνηρα. 

420
!1!1!2!3

!7

!1!1!2!3

)!1123(
)1,1,2,3( 







  

 

2
νο

 Σξόπνο (Με πλδπαζκνύο θαη Πνιιαπιαζηαζηηθή αξρή) 

 

Αο ππνζέζνπκε όηη δηαζέηνπκε κία ζήθε κε επηά ζέζεηο ζηηο νπνίεο ζα ηνπνζεηήζνπκε ηα 

γξάκκαηα Α, Α, Α, , , Θ, Λ ώζηε λα δεκηνπξγνύληαη θαηλνύξγηεο ιέμεηο (αλαγξακκαηηζκνί ηεο 

αξρηθήο ιέμεο). 

 

 
 

Σα ηξία  Α, Α, Α  κπνξνύκε λα ηα ηνπνζεηήζνπκε ζηηο επηά ζέζεηο κε 








3

7
 ηξόπνπο. 

Σα δύν  ,   κπνξνύκε λα ηα ηνπνζεηήζνπκε ζηηο ηέζεξεηο ππόινηπεο  ζέζεηο κε 








2

4
 ηξόπνπο. 

Σν Θ κπνξνύκε λα ην ηνπνζεηήζνπκε ζηηο δύν ππόινηπεο  ζέζεηο κε 








1

2
 ηξόπνπο. 

Σν Λ ηέινο  κπνξνύκε λα ην ηνπνζεηήζνπκε ζηε κία  ζέζε κε 1
1

1









 ηξόπνπο. 



ΤΝΓΤΑΣΙΚΗ ΓΙΑ ΟΛΤΜΠΙΑΓΔ 

- 10 - 

Άξα ζύκθσλα κε ηε πνιιαπιαζηαζηηθή αξρή ππάξρνπλ : 










3

7










2

4










1

2
420

1

1









  αλαγξακκαηηζκνί. 

 

11 .. 22 11   ΠΠ ΑΑ ΡΡ ΑΑ ΓΓ ΔΔ ΙΙ ΓΓ ΜΜ ΑΑ   ((ΔΔΠΠ ΑΑ ΝΝ ΑΑ ΛΛ ΗΗ ΠΠ ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΔΔ    ΜΜΔΔ ΣΣ ΑΑ ΘΘ ΔΔ  ΔΔ ΙΙ  ))   
 

 Να βξεζεί ην άζξνηζκα όισλ ησλ πεληαςήθησλ ζεηηθώλ αθέξαησλ πνπ πξνθύπηνπλ από 

ηελ αλαδηάηαμε ησλ ςεθίσλ ηνπ αξηζκνύ 12345”. 

Απάληεζε 

Σν πιήζνο ησλ αξηζκώλ πνπ έρνπλ ηειεπηαίν ςεθίν ηε κνλάδα  (1 ) είλαη: 24!4  . 

(όζεο είλαη δειαδή νη κεηαζέζεηο ησλ ηεζζάξσλ αξηζκώλ πνπ βξίζθνληαη ζηηο ηέζζεξεηο πξώηεο 

ζέζεηο) 

Τπάξρνπλ ινηπόλ 24!4   αξηζκνί πνπ ηειεηώλνπλ ζε 1 , 24!4   αξηζκνί πνπ ηειεηώλνπλ ζε 2 , 

24!4   αξηζκνί πνπ ηειεηώλνπλ ζε 3 , 24!4   αξηζκνί πνπ ηειεηώλνπλ ζε 4  θαη 24!4   αξηζκνί 

πνπ ηειεηώλνπλ ζε 5 . 

Άξα ην άζξνηζκα ησλ κνλάδσλ όισλ ησλ αξηζκώλ πνπ δεκηνπξγνύληαη, είλαη: 

3601524
2

65
24)54321(24 


 . 

Με αλάινγν ηξόπν ζθεπηόκελνη, ζπκπεξαίλνπκε όηη ην άζξνηζκα ησλ δεθάδσλ όισλ ησλ αξηζκώλ 

πνπ δεκηνπξγνύληαη, είλαη: 

360010152410
2

65
2410)54321(24 


 . 

Με όκνην ηξόπν ζθεπηόκελνη (γηα ηηο εθαηνληάδεο, ηηο ρηιηάδεο  θ.ι.π), δηαπηζηώλνπκε όηη ην 

άζξνηζκα όισλ αξηζκώλ είλαη: 

11111360)100001000100101(360  . 

 

11 .. 22 22   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   
 

 Με πόζνπο ηξόπνπο κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε ζηε ζεηξά (ηε κία δίπια  ζηελ άιιε) 

ηξείο ηειείσο ίδηεο καύξεο θαη πέληε ηειείσο ίδηεο άζπξεο ζθαίξεο. 

 

Λύζε  
Έζησ όηη δηαζέηνπκε κία ζήθε κε νθηώ ζέζεηο (ηε κία δίπια ζηελ άιιε) ζηελ νπνία ζα 

ηνπνζεηήζνπκε ηηο ζθαίξεο.  

 

Οη ηξεηο καύξεο ζθαίξεο κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ κε 56
!3!5

!8

3

8









 ηξόπνπο ζηηο 8  ζέζεηο ηεο 

ζήθεο. Οη πέληε ιεπθέο ζθαίξεο ζηε ζπλέρεηα, κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ κε έλα κόλν ηξόπν ζηηο 

πέληε θελέο ζέζεηο ηεο ζήθεο. 

Άξα ππάξρνπλ ζπλνιηθά 56  ηξόπνη ηνπνζέηεζεο ησλ ζθαηξώλ. 

 

Παξαηεξήζεηο  
1. Η “ηδηνξπζκία” ηνπ πξνβιήκαηνο βξίζθεηαη ζην γεγνλόο όηη: ε αληηκεηάζεζε δύν ζθαηξώλ ηνπ 

ηδίνπ ρξώκαηνο, δελ απνηειεί δηαθνξεηηθή ζπλνιηθή ηνπνζέηεζε ησλ ζθαηξώλ. 



ΤΝΓΤΑΣΙΚΗ  ΓΙΑ ΟΛΤΜΠΙΑΓΔ 

- 11 - 

2. Αλ ηνπνζεηήζνπκε πξώηα ηηο ιεπθέο ζθαίξεο ηόηε νη δπλαηνί ηξόπνη ηνπνζέηεζεο είλαη 

56
!3!5

!8

5

8









. Πξνθαλώο ην απνηέιεζκα είλαη ην ίδην. 

3. Γεληθόηεξα  ηζρύεη ε ηζόηεηα 
!k!n

)!kn(

k

kn

n

kn 








 








 
. 

4. Αλάινγνπο ηξόπνπο ζθέςεηο εθαξκόδνπκε θαη ζηνπο αλαγξακκαηηζκνύο ησλ ιέμεσλ. 

 

11 .. 22 33   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   
 

 Με πόζνπο ηξόπνπο κπνξνύκε λα ηνπνζεηήζνπκε ζηε ζεηξά (ηε κία δίπια  ζηελ άιιε) 

ηξείο ηειείσο ίδηεο καύξεο, πέληε ηειείσο ίδηεο άζπξεο ζθαίξεο θαη επηά ηειείσο ίδηεο θόθηλεο 

ζθαίξεο; 

Λύζε  
Έζησ όηη δηαζέηνπκε κία ζήθε κε δεθαπέληε ζέζεηο (ηε κία δίπια ζηελ άιιε) ζηελ νπνία ζα 

ηνπνζεηήζνπκε ηηο ζθαίξεο. 

 

 
Οη 3  καύξεο ζθαίξεο κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ κε  

4551375
321

151413

!3!12

!15

3

15














 

ηξόπνπο ζηηο 15  ζέζεηο ηεο ζήθεο.  

Οη 5  ιεπθέο ζθαίξεο ζηε ζπλέρεηα, κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ κε 

7921198
54321

12111098

!5!7

!12

5

12














 

ηξόπνπο ζηηο 12  θελέο ζέζεηο ηεο ζήθεο. 

 

Οη 7  (ηέινο) θόθηλεο ζθαίξεο κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ κε έλα κόλν ηξόπν ζηηο ππόινηπεο επηά 

θελέο ζέζεηο ηεο ζήθεο.  

 

Άξα ππάξρνπλ ζπλνιηθά 360360792455
5

12

3

15

















 ηξόπνη ηνπνζέηεζεο ησλ ζθαηξώλ. 

 

Παξαηεξήζεηο  
1. Σν πξόβιεκα απηό απνηειεί “κεξηθή γελίθεπζε” ηνπ πξνεγνύκελνπ πξνβιήκαηνο. 

2. Γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ηξόπσλ ηνπνζέηεζεο, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν ησλ 

επαλαιεπηηθώλ κεηαζέζεσλ. 

360360
)54321()321(

15141312111098

!7!5!3

!15

!7!5!3

)!753(
)7,5,3(M 
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11 .. 22 44   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

 Με πόζνπο ηξόπνπο κπνξoύλ λα θαζίζνπλ έληεθα ζεαηέο ζηηο είθνζη ζπλερόκελεο ζέζεηο 

ελόο ζεάηξνπ; 

Λύζε  
Ο 1

ος
 ζεαηήο κπνξεί λα θαζίζεη κε 20 ηξόπνπο 

Ο 2
ος

 ζεαηήο κπνξεί λα θαζίζεη κε 19 ηξόπνπο 

Ο 3
ος

 ζεαηήο κπνξεί λα θαζίζεη κε 18 ηξόπνπο 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Ο 11
ος

 ζεαηήο κπνξεί λα θαζίζεη κε 10 ηξόπνπο 

Άξα (ζύκθσλα κε ηε πνιιαπιαζηαζηηθή αξρή) νη δπλαηνί ηξόπνη είλαη: 

)!1120(

!20
1011181920


  . 

(Γηαηάμεηο 20 αληηθεηκέλσλ αλά 11) 

 

11 .. 22 55   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

 Με πόζνπο ηξόπνπο κπνξoύλ λα θαζίζνπλ έληεθα ζεαηέο ζηηο είθνζη ζπλερόκελεο ζέζεηο 

ελόο ζεάηξνπ, αλ ηξία ζπγθεθξηκέλα άηνκα θαζίζνπλ ζε δηαδνρηθέο ζέζεηο (ν έλαο δίπια ζηνλ 

άιιν); 

Λύζε  
Σα ηξία ζπγθεθξηκέλα άηνκα (επεηδή ζα θαζίζεη ν έλαο δίπια ζηνλ άιιν) κπνξνύλ λα θαηαιάβνπλ 

ηηο ηξεηο ζπλερόκελεο ζέζεηο 1,2,3 ή 2,3,4 ή . . . .ή 18,19,20. 

Γειαδή ππάξρνπλ 18 ηξόπνη θαηάιεςεο ησλ ηξηώλ δηαδνρηθώλ ζέζεσλ. 

Γηα θάζε έλα από ηνπο παξαπάλσ ηξόπνπο, ππάξρνπλ 3!= 6 ηξόπνη αληηκεηάζεζεο ησλ ηξηώλ 

ζπγθεθξηκέλσλ αηόκσλ κεηαμύ ηνπο. 

Άξα νινη νη δπλαηνί ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύλ λα θαζίζνπλ ηα ηξία άηνκα είλαη: 

108186  . 

Οη ππόινηπνη 8  ζεαηέο κπνξνύλ λα θαζίζνπλ ζηηο 17 ζέζεηο κε 

1011121314151617
!9

!17

)!817(

!17



  ηξόπνπο. 

Άξα όινη νη δπλαηνί ηξόπνη είλαη 1081011121314151617  . 

 

11 .. 22 66   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

 ε κία ηάμε θνηηνύλ 12 αγόξηα θαη 10 θνξίηζηα. Πόζεο πεληακειείο επηηξνπέο (από παηδηά 

ηεο ηάμεο) κπνξνύλ λα δεκηνπξγεζνύλ, αλ: 

1. Γελ ππάξρεη θαλέλαο πεξηνξηζκόο. 

2. ηελ επηηξνπή ζπκκεηέρνπλ 3 ηνπιάρηζηνλ θνξίηζηα. 

Λύζε  

1.  Όια ηα παηδηά ηεο ηάμεο είλαη 221012  . 

Η ηειηθή ζύλζεζε ηεο επηηξνπήο, δελ επεξεάδεηαη από ηε ζεηξά κε ηελ νπνία επηιέγνπκε ηα παηδηά. 

Πξνθαλώο νη επηηξνπέο “ΜΑΡΙΑ, ΓΙΩΡΓΟ, ΝΙΚΟ, ΓΗΜΗΣΡΑ, ΣΔΛΛΑ”,  “ΓΙΩΡΓΟ, 

ΜΑΡΙΑ, ΝΙΚΟ, ΓΗΜΗΣΡΑ, ΣΔΛΛΑ” θαη “ ΜΑΡΙΑ, ΓΙΩΡΓΟ, ΣΔΛΛΑ, ΝΙΚΟ, 

ΓΗΜΗΣΡΑ ”, είλαη ίδηεο. 

Άξα νη πεληακειείο επηηξνπέο πνπ κπνξνύλ λα δεκηνπξγεζνύλ είλαη όζνη νη ζπλδπαζκνί ησλ 22  

παηδηώλ αλά 5 . Γειαδή :  

263342221193
54321

2221201918

!5!17

!22

!5)!522(

!22

5

22

















. 
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2.  Σν πιήζνο ησλ επηηξνπώλ ζηηο νπνίεο ζπκκεηέρνπλ ηξία θνξίηζηα ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ηνπ 

πιήζνπο ησλ επηηξνπώλ πνπ πεξηέρνπλ ηξία ή ηέζζεξα ή πέληε θνξίηζηα.  

Σα ηξία θνξίηζηα πνπ ζα ζπκκεηάζρνπλ ζηελ επηηξνπή, κπνξνύκε λα ηα επηιέμνπκε κε  








3

10
 

ηξόπνπο. Σαπηόρξνλα κπνξνύκε λα επηιέμνπκε κε 








2

12
 ηξόπνπο ηα δύν αγόξηα, ώζηε λα 

ζπκπιεξσζνύλ ηα πέληε κέιε ηεο επηηξνπήο.  

 

Άξα δεκηνπξγνύληαη   

7920111098
32121

12111098

!7!3!2

!12

!2!10

!12

!3!7

!10

2

12

3

10






















 

επηηξνπέο ζηηο νπνίεο ζπκκεηέρνπλ ηξία θνξίηζηα. 

 

Με αλάινγν ηξόπν δηαπηζηώλνπκε όηη δεκηνπξγνύληαη  

252047910
4321

7891012

!6!4

!1012

!1!11

!12

!4!6

!10

1

12

4

10

























 

επηηξνπέο ζηηο νπνίεο ζπκκεηέρνπλ ηέζζεξα θνξίηζηα. 

 

Σέινο δεκηνπξγνύληαη  

252479
54321

678910

!5!5

!10

5

10














 

επηηξνπέο ζηηο νπνίεο ζπκκεηέρνπλ πέληε θνξίηζηα. 

 

Άξα κπνξνύλ λα δεκηνπξγεζνύλ  1069225225207920   επηηξνπέο ζηηο νπνίεο ζπκκεηέρνπλ 

ηξία ηνπιάρηζηνλ θνξίηζηα.  

 

11 .. 22 77   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   ((ΚΚ ΤΤ ΚΚ ΛΛ ΙΙ ΚΚ ΔΔ    ΜΜ ΔΔ ΣΣ ΑΑ ΘΘ ΔΔ  ΔΔ ΙΙ  ))   

 Με πόζνπο ηξόπνπο κπνξoύλ λα θαζίζνπλ ηέζζεξα άηνκα γύξσ από έλα θπθιηθό ηξαπέδη;  

Λύζε  
πκβνιίδνπκε κε A, B, C, D ηα άηνκα πνπ ζα θαζίζνπλ γύξσ από ην ηξαπέδη. 

ην ζρήκα (γηα επνπηηθνύο ιόγνπο) ζπκβνιίδνπκε ηα άηνκα κε ζεκεία. 

Αλ ππνζέζνπκε όηη ηα ηέζζεξα άηνκα ηα ηνπνζεηνύκε ζηε ζεηξά (ην έλα δίπια ζην άιιν), ηόηε ζηηο 

ηέζζεξεηο παξαθάησ ηνπνζεηήζεηο (κεηαζέζεηο) ησλ αηόκσλ: ABCD, BCDA, CDAB θαη DABC 

αληηζηνηρεί κία θαη κόλν ηνπνζέηεζή ηνπο γύξσ από ην ηξαπέδη. 
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Αληίζηξνθα, ζε θάζε ηνπνζέηεζε ησλ αηόκσλ γύξσ από ην ηξαπέδη, αληηζηνηρνύλ ηέζζεξεηο 

κεηαζέζεηο ησλ αηόκσλ (αλ ηνπο ηνπνζεηνύζακε ζηε ζεηξά) πνπ πξνθύπηνπλ σο εμήο: 

Ξεθηλάκε από θάζε άηνκν (πνπ θάζεηαη ζην ηξαπέδη) θαη θηλνύκελνη δεμηόζηξνθα θαηαγξάθνπκε 

(ζε ζεηξά) απηνύο πνπ ζπλαληάκε ζην ηξαπέδη. 

πκπεξαίλνπκε ινηπόλ όηη ην πιήζνο ησλ κεηαζέζεσλ ησλ ηεζζάξσλ αηόκσλ, είλαη ηεηξαπιάζην 

από ην πιήζνο ησλ ηξόπσλ πνπ ζα θαζίζνπλ γύξσ από ην ηξαπέδη. 

Άξα όινη νη δπλαηνί ηξόπνη πνπ ζα θαζίζνπλ γύξσ από ην ηξαπέδη είλαη: 6!3
4

!4
 . 

ην παξαθάησ ζρήκα θαίλνληαη όινη νη δπλαηνί ηξόπνη ηνπνζέηεζεο γύξσ από ην θπθιηθό ηξαπέδη. 

 

 
 

11 .. 2288   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   
 

 Με πόζνπο ηξόπνπο κπνξνύκε λα κνηξάζνπκε 10 πνξηνθάιηα, 15 κήια θαη 20 αριάδηα ζε 

δύν παηδηά, αλ: 

1. Γελ ππάξρεη θαλέλαο πεξηνξηζκόο. 

2. Κάζε παηδί πξέπεη λα πάξεη 3 ηνπιάρηζηνλ πνξηνθάιηα, 2 ηνπιάρηζηνλ κήια θαη 4 

ηνπιάρηζηνλ αριάδηα. 

Λύζε  
Όια ηα θξνύηα ζα κνηξαζηνύλ ζηα δύν παηδηά. Αλ ινηπόλ ην πξώην παηδί πάξεη 4 πνξηνθάιηα, ηόηε 

ην δεύηεξν ζα πάξεη “αλαγθαζηηθά” 6  πνξηνθάιηα. Γειαδή ζεκαληηθό ξόιν παίδεη ε θαηαλνκή 

ησλ θξνύησλ ζην έλα από ηα δύν παηδηά (δηόηη ην άιιν ζα πάξεη ηα ππόινηπα). 

1. Σν έλα από ηα δύν παηδηά κπνξεί λα πάξεη 0 ή 1 ή 2  ή . . . ή 10 πνξηνθάιηα. 

Άξα νη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα κνηξάζνπκε ηα πνξηνθάιηα είλαη: 11)110(  . 

Με όκνην ηξόπν βξίζθνπκε όηη ηα κήια κπνξνύλ λα κνηξαζηνύλ κε 16)115(   θαη ηα αριάδηα 

κε 21)120(   ηξόπνπο. 

Άξα ηα θξνύηα κπνξνύλ λα κνηξαζηνύλ κε 3696211611)120)(115)(110(   ηξόπνπο. 

2. Σν έλα από ηα δύν παηδηά κπνξεί λα πάξεη 3 ή 4 ή 5  ή . . . ή 7 πνξηνθάιηα. 

Άξα νη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα κνηξάζνπκε ηα πνξηνθάιηα είλαη: 

51321013)310(137  . 

Σν έλα από ηα δύν παηδηά κπνξεί λα πάξεη 2 ή 3 ή 4  ή . . . ή 13 κήια. 

Άξα νη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα κνηξάζνπκε ηα κήια είλαη: 

121221512)215(1213  . 

Σν έλα από ηα δύν παηδηά κπνξεί λα πάξεη 4 ή 5 ή 6  ή . . . ή 16 αριάδηα. 

Άξα νη ηξόπνη κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα κνηξάζνπκε ηα αριάδηα είλαη: 

131422014)420(1416  . 
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Σειηθά όινη νη δπλαηνί ηξόπνη κνηξάζκαηνο ησλ θξνύησλ είλαη: 

78013125)14220)(12215)(13210(  . 

 

11 .. 2299   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   
 

 Να βξεζεί ην πιήζνο ησλ δηαηξεηώλ ηνπ αξηζκνύ 600. 

Λύζε  

1
νο

 Σξόπνο 

Ο αξηζκόο 600 (αλαιπόκελνο ζε γηλόκελν πξώησλ παξαγόλησλ) γξάθεηαη: 

553222532600 23  . 

Τπνζέηνπκε όηη έρνπκε ηξεηο  δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο θάξηεο πνπ έρνπλ γξακκέλν επάλσ ηνπο 

ηνλ αξηζκό 2, κία θάξηα πνπ έρεη γξακκέλν ηνλ αξηζκό 3 θαη δύν δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο θάξηεο 

πνπ έρνπλ γξακκέλν ηνλ αξηζκό 5. 

Μνηξάδνπκε όιεο  ηηο θάξηεο ζε δύν παηδηά θαη ηνπο δεηάκε λα γξάςνπλ ην γηλόκελν ησλ αξηζκώλ 

πνπ έρνπλ επάλσ ηνπο νη θάξηεο κε ηε βνήζεηα δπλάκεσλ ηνπ 2, ηνπ 3 ηνπ 5 θαη ην ηειηθό 

απνηέιεζκα. 

Αλ (δειαδή) ζε έλα παηδί δνζνύλ δύν θάξηεο κε ηνπο αξηζκνύο 2 θαη κία θάξηα κε ηνλ αξηζκό 5 

ηόηε απηό ζα πξέπεη λα γξάςεη όηη έρεη ηνλ αξηζκό: 20532 102  . 

Σν δεύηεξν παηδί αλαγθαζηηθά ζα έρεη ηνλ αξηζκό  30532 111  . 

Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ζηα ρέξηα ησλ παηδηώλ δεκηνπξγνύληαη δύν αξηζκνί πνπ ην γηλόκελό ηνπο 

είλαη 600, νπόηε νη αξηζκνί απηνί ζα είλαη δηαηξέηεο ηνπ 600. 

Από ηε ηειεπηαία παξαηήξεζε ζπκπεξαίλνπκε όηη ην πιήζνο ησλ δηαηξεηώλ ηνπ 600, ηαπηίδεηαη κε 

ην πιήζνο ησλ ηξόπσλ κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα κνηξάζνπκε ηηο έμη θάξηεο ζηα παηδηά. 

θεθηόκελνη κε ηνλ ηξόπν ηνπ πξνεγνύκελνπ πξνβιήκαηνο, θαηαιήγνπκε όηη ην πιήζνο ησλ 

δηαηξεηώλ ηνπ 600 είλαη: 24)12)(11)(13(  . 

2
νο

 Σξόπνο 

Ο αξηζκόο 600 (αλαιπόκελνο ζε γηλόκελν πξώησλ παξαγόλησλ) γξάθεηαη: 23 532600  . 

Κάζε δηαηξέηεο ηνπ 600  είλαη ηεο κνξθήο nmk 532  , όπνπ n,m,k  είλαη αθέξαηνη κε 3k0  ,  

1m0   θαη 2n0  . 

Σν πιήζνο ινηπόλ ησλ δηαηξεηώλ ηαπηίδεηαη κε ην πιήζνο επηινγήο ησλ εθζεηώλ n,m,k  ζηελ 

παξάζηαζε nmk 532  . 

Σν k κπνξνύκε λα ην επηιέμνπκε κε 4 ηξόπνπο, ην m κε 2 ηξόπνπο θαη ην n κε 3 ηξόπνπο. 

Άξα ηηο ηξηάδεο ησλ εθζεηώλ κπνξνύκε λα ηηο επηιέμνπκε κε 24324   ηξόπνπο. 

 

Παξαηήξεζε 

1. Γεληθόηεξα ην πιήζνο ησλ δηαηξεηώλ ηνπ ζεηηθνύ αθέξαηνπ k321 n
k

n
3

n
2

n
1 ppppa   είλαη: 

)1n()1n)(1n( k21   . 

2. Αλ  
42a   ηόηε δηαηξέηεο ηνπ είλαη νη αξηζκνί  

43210 2,2,2,2,2  θαη ην άζξνηζκά ηνπο είλαη: 

31
12

12
22221)a(r

5
4321 






 
. 

Αλ  32a 4   ηόηε, επί πιένλ δηαηξέηεο ηνπ αξηζκνύ a  (εθηόο από ηνπο  
432 2,2,2,2,1 ) είλαη θαη νη 

αξηζκνί  
432 23,23,23,23,13  . 

Δθηεινύκε ηηο πξάμεηο κεηαμύ ησλ παξελζέζεσλ  )22221( 432    θαη  )31(   έρνπκε: 
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)22221( 432  432432 232323231322221)31(  . 

Παξαηεξνύκε όηη θάζε όξνο ηνπ αζξνίζκαηνο είλαη δηαηξέηεο ηνπ αξηζκνύ 32a 4  . 

Σν άζξνηζκα ινηπόλ ησλ δηαηξεηώλ ζα είλαη: 124
13

13

12

12 25










. 

3. Γεληθόηεξα ην άζξνηζκα ησλ δηαηξεηώλ ηνπ ζεηηθνύ αθέξαηνπ k321 n
k

n
3

n
2

n
1 ppppa   είλαη: 

1p

1p

1p

1p

1p

1p

k

1n
k

2

1n
2

1

1n
1

k21
















 . 
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22   ΤΤΝΝΘΘΔΔΣΣΑΑ   ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑ ΣΣΑΑ   
 

22 .. 11   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

 Γέθα άηνκα βξίζθνληαη ζηνλ αλειθπζηήξα (αζαλζέξ) ελόο επηαόξνθνπ θηηξίνπ. Ο 

αλειπζηήξαο μεθηλά από ην ηζόγεην θαη όινη νη επηβάηεο απνβηβάδνληαη ζε θάπνην όξνθν. Με 

πόζνπο ηξόπνπο κπνξεί λα γίλεη ε απνβίβαζε ησλ επηβαηώλ ζηνπο επηά νξόθνπο, αλ ζην 

πξώην όξνθν απνβηβαζηνύλ δύν αθξηβώο άηνκα;  

Απάληεζε  
Η επηινγή ησλ 2  αηόκσλ (πνπ ζα απνβηβαζηνύλ  ζην πξώην όξνθν), κπνξεί λα γίλεη κε 

!2!8

!10

2

10









 ηξόπνπο. 

Γηα θάζε έλα από ηνπο παξαπάλσ ηξόπνπο, νη ππόινηπνη 8  επηβάηεο κπνξνύλ λα απνβηβαζηνύλ 

ζηνπο 6  νξόθνπο κε 86   ηξόπνπο. (♦) 

Άξα (ζύκθσλα κε ηε πνιιαπιαζηαζηηθή αξρή) όινη νη δπλαηνί ηξόπνη απνβίβαζεο ησλ επηβαηώλ 

ζηνπο επηά νπόθνπο είλαη: 
86

2

10








. 

(♦) 

Σν 1
ν
  άηνκν κπνξεί λα απνβηβαζηεί κε 6  ηξόπνπο. 

Σν 2
ν
  άηνκν κπνξεί λα απνβηβαζηεί κε 6  ηξόπνπο. 

. . . . . .  

Σν 8
ν
  άηνκν κπνξεί λα απνβηβαζηεί κε 6  ηξόπνπο. 

Δπαλαιεπηηθέο Γηαηάμεηο   έμη αλά νθηώ 86)8,6(  . 

 

22 .. 22     ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

  Δπάλσ ζηε πεξηθέξεηα ελόο θύθινπ δίλνληαη επηά δηαθνξεηηθά κεηαμύ ηνπο ζεκεία. 

Βξείηε:  (α)  Πόζα επζύγξακκα ηκήκαηα νξίδνληαη κε άθξα ηα επηά απηά ζεκεία; 

 (β)  Πόζα ηξίγσλα νξίδνληαη κε θνξπθέο ηα επηά απηά ζεκεία; 

 (γ)  Πόζεο δηαγώληεο έρεη ην δεκηνπξγνύκελν θπξηό επηάγσλν; 

Απάληεζε  
Με δεδνκέλν όηη δύν δηαθνξεηηθά ζεκεία νξίδνπλ έλα επζύγξακκν ηκήκα, ην πιήζνο ησλ 

επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ πνπ δεκηνπξγνύληαη ηζνύηαη κε ην πιήζνο ησλ ζπλδπαζκώλ ησλ επηά 

ζεκείσλ (αληηθεηκέλσλ) αλά δύν. 














!2)!27(

!7

2

7
)2,7(C 21

21

76

!2!5

!7





 . 

Με αλάινγεο ζθέςεηο θαηαιήγνπκε όηη ην πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ πνπ δεκηνπξγνύληαη είλαη όζνη νη 

ζπλδπαζκνί ησλ επηά ζεκείσλ (αληηθεηκέλσλ) αλά ηξία. 

!3)!37(

!7

3

7
)3,7(C











 35

321

765

!3!4

!7





 . 

Σν πιήζνο ησλ δηαγσλίσλ πξνθύπηεη από ην πιήζνο όισλ ησλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ αθαηξώληαο 

ηα επηά επζύγξακκα ηκήκαηα πνπ απνηεινύλ ηηο πιεπξέο ηνπ πνιπγώλνπ.  Γειαδή ην πιήζνο ησλ 

δηαγσλίσλ είλαη 14721  . 

 

22 .. 33   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   (( ΣΣ ΡΡ ΙΙ ΓΓ ΧΧ ΝΝ ΙΙ ΚΚ ΟΟ   ΠΠ ΛΛ ΔΔ ΓΓ ΜΜ ΑΑ ))   

 Ιζόπιεπξν ηξίγσλν πιεπξάο κήθνπο 5 , ην ρσξίδνπκε κε επζείεο παξάιιειεο πξνο ηηο 

πιεπξέο ηνπ ζε 25  ηζόπιεπξα ηξίγσλα πιεπξάο κήθνπο 1 (όπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα). 
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Πόζα ζπλνιηθά ηζόπιεπξα ηξίγσλα (πνπ νη πιεπξέο ηνπο είλαη παξάιιειεο κε ηηο πιεπξέο ηνπ 

αξρηθνύ ηξηγώλνπ) νξίδνληαη (δεκηνπξγνύληαη) κεηά από απηό ην ρσξηζκό; 

 
Λύζε  

ε θάζε πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ ζεσξνύκε 4  ζεκεία πνπ (καδί κε ηηο θνξπθέο ηνπ), ηηο ρσξίδνπλ ζε 

πέληε ίζα επζύγξακκα ηκήκαηα. Σα παξάιιεια πξνο ηηο πιεπξέο επζύγξακκα ηκήκαηα ηέκλνληαη 

ζε 6  ζεκεία (πνπ βξίζθνληαη ζην εζσηεξηθό ηνπ κεγάινπ ηζόπιεπξνπ ηξηγώλνπ). Έηζη ζην 

δεκηνπξγνύκελν ζρεκαηηζκό (πνπ νλνκάδεηαη θαη “θαλνληθό ηξηγσληθό πιέγκα”) έρνπκε 21  

ζεκεία, πνπ ζα απνηειέζνπλ ηηο θνξπθέο ησλ ηξηγώλσλ. 

 

Γλσξίδνπκε όηη ζε θάζε ηζόπιεπξν ηξίγσλν, ην νξζόθεληξν, ην πεξίθεληξν, ην βαξύθεληξν θαη ην 

έθθεληξν ηαπηίδνληαη. 

Σν πεξίθεληξν ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ, ζα ην νλνκάδνπκε θέληξν ηνπ ηξηγώλνπ. 

Σα θέληξα ησλ ηξηγώλσλ πνπ έρνπλ ηνλ ίδην πξνζαλαηνιηζκό κε ην αξρηθό ηξίγσλν ζα ηα 

ζεκεηώλνπκε κε  “▲”. 

Σα θέληξα ησλ ηξηγώλσλ πνπ έρνπλ αληίζεην πξνζαλαηνιηζκό κε ην αξρηθό ηξίγσλν ζα ηα 

ζεκεηώλνπκε κε  “▼”. 

 

Με θνξπθέο ηα ζεκεία ηνπ “πιέγκαηνο” παξαηεξνύκε όηη δεκηνπξγνύληαη:  

1. Σξίγσλα ηύπνπ 
1T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 1) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη  κε 

ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 
1T  είλαη 15

2

65
54321S1 


 . 

 

 
 

Σξίγσλα ηύπνπ 1T   (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 1) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο είλαη αληίζεηνο  

κε ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 1T   είλαη 10
2

54
4321S1 


 . 

2. Σξίγσλα ηύπνπ 
2T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 2 ) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη  κε 

ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 
2T  είλαη 10

2

54
4321S2 


 . 
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Σξίγσλα ηύπνπ 2T   (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 2 ) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο είλαη αληίζεηνο 

κε ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 2T   είλαη 3
2

32
21S2 


 . 

3. Σξίγσλα ηύπνπ 3T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 3 ) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη  κε 

ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

 

  

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 3T  είλαη 6
2

43
321S3 


 . 

4. Σξίγσλα ηύπνπ 4T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 4 ) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη  κε 

ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ.  

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 4T  είλαη 3
2

32
21S4 


 . 

 

 
 

Σέινο “δεκηνπξγείηαη” ην ηξίγσλν ηύπνπ 5T  (πνπ ε πιεπξά ηνπ έρεη κήθνο 5 ) θαη είλαη νπζηαζηηθά 

ην κεγάιν αξρηθό ηζόπιεπξν ηξίγσλν. 

Σειηθά ην πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ είλαη: 

483101361015SSSSSSSSS 32154321  . 

 

 

22 .. 44   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   ((ΓΓ ΔΔ ΝΝ ΙΙ ΚΚ ΔΔ ΤΤ  ΗΗ   ΣΣ ΡΡ ΙΙ ΓΓ ΧΧ ΝΝ ΙΙ ΚΚ ΟΟ ΤΤ   ΠΠ ΛΛ ΔΔ ΓΓ ΜΜ ΑΑ ΣΣ ΟΟ  ))   
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 Ιζόπιεπξν ηξίγσλν πιεπξάο κήθνπο n  (όπνπ n  ζεηηθόο αθέξαηνο), ην ρσξίδνπκε κε 

επζείεο παξάιιειεο πξνο ηηο πιεπξέο ηνπ ζε 2
n  ηξίγσλα πιεπξάο κήθνπο 1 (όπσο θαίλεηαη 

ζην δηπιαλό ζρήκα, γηα 5n  ). Πόζα ζπλνιηθά ηζόπιεπξα ηξίγσλα (πνπ νη πιεπξέο ηνπο είλαη 

παξάιιειεο κε ηηο πιεπξέο ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ)  νξίδνληαη (δεκηνπξγνύληαη) κεηά από απηό 

ην ρσξηζκό; 

 
Λύζε  

ε θάζε πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ ζεσξνύκε 1n   ζεκεία πνπ (καδί κε ηηο θνξπθέο ηνπ), ηηο ρσξίδνπλ 

ζε n  ίζα επζύγξακκα ηκήκαηα. Σα παξάιιεια πξνο ηηο πιεπξέο επζύγξακκα ηκήκαηα ηέκλνληαη 

ζε 
2

)1n)(2n(
)2n(321


   ζεκεία. Έηζη ζην δεκηνπξγνύκελν ζρεκαηηζκό (πνπ 

νλνκάδεηαη θαη “θαλνληθό ηξηγσληθό πιέγκα”) έρνπκε 
2

)2n)(1n(
)1n(321


   

ζεκεία, πνπ ζα απνηειέζνπλ ηηο θνξπθέο ησλ ηξηγώλσλ. 

 

Με θνξπθέο ηα ζεκεία ηνπ “πιέγκαηνο” παξαηεξνύκε όηη δεκηνπξγνύληαη: 

Σξίγσλα ηύπνπ 
1T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 1) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη κε ην 

πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 
1T  είλαη: 

2

)1n(n
n321S1


  . 

Σξίγσλα ηύπνπ 
2T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 2 ) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη κε ην 

πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 
2T  είλαη: 

2

n)1n(
)1n(321S2


  . 

Σξίγσλα ηύπνπ 3T  (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 3 ) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη  κε 

ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 3T  είλαη: 

2

)1n)(2n(
)2n(321S3


  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Σξίγσλα ηύπνπ 2nT   (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 2n  ) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη  

κε ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 2nT   είλαη: 

6
2

43
321S 2n 


 . 

Σξίγσλα ηύπνπ 1nT   (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 1n  ) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη  

κε ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 1nT   είλαη: 
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3
2

32
21S 1n 




. 

Σέινο “δεκηνπξγείηαη” ην ηξίγσλν ηύπνπ nT  (πνπ ε πιεπξά ηνπ έρεη κήθνο n ) θαη ηαπηίδεηαη 

νπζηαζηηθά ην κεγάιν αξρηθό ηζόπιεπξν ηξίγσλν.  

Σειηθά ην πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ πνπ ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο ηαπηίδεηαη  κε ην πξνζαλαηνιηζκό 

ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ είλαη:  
  1232n1nn SSSSSSS 

 
 
















 2n
2

n)1n(

2

)1n()2n(

2

43

2

32

2

21
  

2n
6

)1n(n)1n(



 . 

ηε ζπλέρεηα ζα ππνινγίζνπκε ην πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ πνπ ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο είλαη 

αληίζεηνο κε ηνλ πξνζαλαηνιηζκν ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

 

 
 

Με θνξπθέο ηα ζεκεία ηνπ “πιέγκαηνο” παξαηεξνύκε όηη δεκηνπξγνύληαη: 

Σξίγσλα ηύπνπ 1T   (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 1) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο είλαη αληίζεηνο 

κε ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 1T   είλαη: 

2

n)1n(
)1n(21S1


  . 

Σξίγσλα ηύπνπ 2T   (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο 2) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο ηνπο είλαη αληίζεηνο 

κε ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ 2T   είλαη: 

2

)2n)(3n(
)3n(21S2


  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 

Σέινο δεκηνπξγνύληαη ηξίγσλα ηύπνπ kT   (πνπ ε πιεπξά ηνπο έρεη κήθνο k) θαη ν πξνζαλαηνιηζκόο 

ηνπο είλαη αληίζεηνο κε ην πξνζαλαηνιηζκό ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ ηύπνπ kT   είλαη: 

2

)2k2n)(1k2n(
)1k2n(21Sk


  . 

Όπνπ k2n   ή 1k2n  . 
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22 .. 55   ΒΒ ΑΑ ΛΛ ΚΚ ΑΑ ΝΝ ΙΙ ΚΚ ΗΗ   ΜΜΑΑ ΘΘ ΗΗ ΜΜ ΑΑ ΣΣ ΙΙ ΚΚ ΗΗ   ΟΟΛΛ ΤΤ ΜΜ ΠΠ ΙΙ ΑΑ ΓΓ ΑΑ   ΝΝ ΔΔ ΧΧ ΝΝ   220011 11   
 

 Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ABC  ηνπ νπνίνπ θάζε πιεπξά ππνζέηνπκε όηη έρεη κήθνο 

0k  .  ε θάζε πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ ζεσξνύκε 1n   ζεκεία πνπ ηελ ρσξίδνπλ ζε n  ίζα 

ηκήκαηα. Δλώλνπκε ηα 1n   ζεκεία ηεο κίαο πιεπξάο κε ηα 1n   

ζεκεία ηεο άιιεο πιεπξάο έηζη ώζηε ηα επζύγξακκα ηκήκαηα πνπ 

δεκηνπξγνύληαη λα είλαη παξάιιεια κε ηε ηξίηε πιεπξά ηνπ 

ηξηγώλνπ. Με απηό ηνλ ηξόπν, ην αξρηθό ηζόπιεπξν ηξίγσλν ABC , 

ρσξίδεηαη ζε 2
n  (κηθξόηεξα) ηζόπιεπξα ηξίγσλα ησλ νπνίσλ θάζε 

πιεπξά έρεη κήθνο 
n

k
. Σν δηπιαλό ζρήκα είλαη έλα παξάδεηγκα γηα 

4n  . Θεσξνύκε ηώξα ην ζεκεηνζύλνιν S  πνπ απνηειείηαη από 

ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ ABC , από ηα 1n   ζεκεία πνπ έρνπκε 

ζεσξήζεη επάλσ ζε θάζε πιεπξά θαη από ηα ζεκεία πνπ ηέκλνληαη 

ηα επζύγξακκα ηκήκαηα. Με θνξπθέο ηα ζεκεία ηνπ ζεκεηνζπλόινπ S , δεκηνπξγνύληαη 

ξόκβνη ηύπνπ M  πνπ νη πιεπξέο ηνπο έρνπλ κήθνο 
n

k
 θαη ξόκβνη ηύπνπ D  πνπ νη πιεπξέο 

ηνπο έρνπλ κήθνο 
n

k2
. Αλ m  είλαη ην πιήζνο ησλ ξόκβσλ ηύπνπ M  θαη d  ην πιήζνο ησλ 

ξόκβσλ ηύπνπ D , λα βξεζεί ε ζρέζε πνπ εθθξάδεη ηε δηαθνξά dm   ζπλαξηήζεη ηνπ n  ( n  

αθέξαηνο κεγαιύηεξνο ηνπ 1 ). 

 

Λύζε 

Κάζε επζύγξακκν ηκήκα κήθνπο 
n

k
 (πνπ δελ αλήθεη ζηηο πιεπξέο ηνπ 

ηξηγώλνπ) είλαη ε δηαγώληνο ελόο θαη κόλν ξόκβνπ ηύπνπ M . Γηα λα 

ππνινγίζνπκε ινηπόλ ην πιήζνο ησλ ξόκβσλ ηύπνπ M , αξθεί λα 

ππνινγίδνπκε ην πιήζνο όισλ ησλ  επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ πνπ 

δεκηνπξγνύληαη ζην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ από ηελ ηνκή ησλ 

επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ πνπ ελώλνπλ ηα ζεκεία ησλ πιεπξώλ.  

Σα ηκήκαηα πνπ είλαη παξάιιεια κε ηε πιεπξά BC  είλαη: 

2

)1n(n
)1n(321


  . 

 

Άξα ην ζπλνιηθό πιήζνο ησλ ξόκβσλ ηύπνπ M  είλαη: 

2

)1n(n
3m


 . 

 

Γηα ηελ κέηξεζε ησλ ξόκβσλ ηύπνπ D  ζα ρσξίζνπκε ηα εζσηεξηθά 

ζεκεία ηνπ ηξηγώλνπ ζε ηξείο θαηεγνξίεο.  

 

Η πξώηε θαηεγνξία απνηειείηαη από εθείλα ηα ζεκεία πνπ είλαη 

θέληξα ελόο θαη κόλν ξόκβνπ ηύπνπ D . Απηά είλαη πάληνηε ηξία 

(δειαδή είλαη ηξία γηα θάζε n ). ην δηπιαλό ζρήκα θαίλνληαη ηα 

ζεκεία απηά γηα 8n  . 
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Η δεύηεξε θαηεγνξία απνηειείηαη από εθείλα ηα ζεκεία πνπ είλαη 

θέληξα δύν θαη κόλν ξόκβσλ ηύπνπ D . Σα ζεκεία απηά βξίζθνληαη 

ζηα επζύγξακκα ηκήκαηα πνπ είλαη παξάιιεια θαη πιεζηέζηεξα 

πξνο ηηο πιεπξέο. ε θάζε επζύγξακκν ηκήκα ππάξρνπλ 4n   

ζεκεία. Άξα ζπλνιηθά ζα έρνπκε  )4n(3   ζεκεία απηήο ηεο 

θαηεγνξίαο. ην δηπιαλό ζρήκα θαίλνληαη ηα ζεκεία απηά γηα 8n  . 

 

 

 

 

 

Η Σξίηε θαηεγνξία ηέινο απνηειείηαη από ηα ππόινηπα ζεκεία πνπ 

είλαη θέληξα ηξηώλ ξόκβσλ ηύπνπ D . Απηά ηα ζεκεία είλαη 

2

)4n)(5n(
)5n(321


  . 

ην δηπιαλό ζρήκα θαίλνληαη ηα ζεκεία απηά γηα 8n  . 

Με ηε βνήζεηα ησλ πξνεγνύκελσλ παξαηεξήζεσλ, θαηαιήγνπκε 

ζηνλ ππνινγηζκό όισλ ησλ ξόκβσλ ηύπνπ D , πνπ είλαη: 

 

2

)4n)(5n(
32)4n(33d


  )4n)(1n(2

2

3
 . 

(Πξνθαλώο γηα 2n   θαη 3n  , ηζρύεη 0d  ). 

Δθηειώληαο πξάμεηο, θαηαιήγνπκε )3n2(3dm  . 

 

22 .. 66     ΠΠ ΡΡ ΌΌ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

 ην επίπεδν δίλνληαη n  δηαθνξεηηθέο  κεηαμύ ηνπο επζείεο. Να βξεζεί ην κέγηζην πιήζνο 

ησλ ρσξίσλ ζηα νπνία ρσξίδνπλ ην επίπεδν νη επζείεο απηέο. 

 

Λύζε  

Έζησ )(nP  ην κέγηζην πιήζνο ησλ ρσξίσλ πνπ δεκηνπξγνύλ νη n  επζείεο. 

Σόηε πξνθαλώο 2)1( P  (δηόηη κία επζεία ρσξίδεη ζε δύν ρσξία ην επίπεδν). 

 

 
ρήκα 1 

 

Έζησ ηώξα θαη κία δεύηεξε επζεία ζην επίπεδν. Σόηε ππάξρνπλ νη εμήο πεξηπηώζεηο: 

1
ε
 πεξίπησζε 

Αλ ε δεύηεξε επζεία είλαη παξάιιειε πξνο ηελ πξώηε ηόηε νξίδνληαη ηξία ρσξία. Γειαδή 

δεκηνπξγείηαη έλα επί πιένλ ρσξίν από ην “πξνεγνύκελν βήκα”  ( 3121)1( P  ρσξία). 

(ρήκα 2 (α)) 
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ρήκα 2 

2
ε
 πεξίπησζε 

Αλ ε δεύηεξε επζεία ηέκλεη ηελ πξώηε ηόηε νξίδνληαη ηέζζεξα ρσξία. Γειαδή δεκηνπξγνύληαη δύν 

επί πιένλ ρσξία από ην “πξνεγνύκελν βήκα”  ( 4222)1( P ). (ρήκα 2 (β)) 

 

Έζησ αθόκε κία ηξίηε επζεία ζην επίπεδν. Σόηε ππάξρνπλ νη εμήο πεξηπηώζεηο: 

1
ε
 πεξίπησζε 

Αλ ε ηξίηε επζεία είλαη παξάιιειε πξνο ηηο άιιεο δύν (πξνζέμηε ην ζρήκα 3(α) ζαλ ζπλέρεηα ηνπ 

ζρήκαηνο 2(α)) ηόηε νξίδνληαη ηέζζεξα ρσξία. Γειαδή δεκηνπξγείηαη έλα επί πιένλ ρσξίν από ην 

“πξνεγνύκελν βήκα”  ( 1)2( P ). (ρήκα 3 (α)) 

 

2
ε
 πεξίπησζε 

Αλ ε ηξίηε επζεία ηέκλεη ηηο άιιεο δύν (πξνζέμηε ην ζρήκα 3(β) ζαλ ζπλέρεηα ηνπ ζρήκαηνο 2(α)) 

ηόηε νξίδνληαη έμη ρσξία. Γειαδή δεκηνπξγνύληαη ηξία επί πιένλ ρσξία από ην “πξνεγνύκελν 

βήκα”  ( 3)2( P ). (ρήκα 3 (β)) 

 

 

 
ρήκα 3 

3
ε
 πεξίπησζε 

Αλ ε ηξίηε επζεία ηέκλεη ηηο άιιεο δύν (πξνζέμηε ην ζρήκα 3(γ) ζαλ ζπλέρεηα ηνπ ζρήκαηνο 2(β)) 

ηόηε νξίδνληαη επηά ρσξία. Γειαδή δεκηνπξγνύληαη ηέζζεξα  επί πιένλ ρσξία από ην 

“πξνεγνύκελν βήκα”  ( 4)2(P  ). (ρήκα 3 (γ)) 
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ε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο παξαηεξνύκε όηη κε ηελ “είζνδν” κίαο λέαο επζείαο, δεκηνπξγνύληαη 1k   

θαηλνύξγηα  ρσξηά, όπνπ  k  είλαη ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηεο “λενεηζεξρόκελεο”  επζείαο κε 

ηηο ήδε ππάξρνπζεο.  

Η πξνεγνύκελε παξαηήξεζε , καδί κε ην δεδνκέλν όηη “ε )1n(  -νζηή επζεία κπνξεί λα ηέκλεη ηηο 

n  πξνϋπάξρνπζεο επζείεο ζε n ην πνιύ ζεκεία”, καο νδεγεί ζηε δεκηνπξγία ηνπ παξαθάησ 

αλαγσγηθνύ ηύπνπ  γηα ην κέγηζην πιήζνο )(nP  ησλ ρσξίσλ πνπ δεκηνπξγνύλ νη n  δηαθνξεηηθέο 

κεηαμύ ηνπο επζείεο: 

1n)n(P)1n(P  . 

Από ηε πξνεγνύκελε αληζόηεηα, έρνπκε: 


























n)1n(P)n(P

1n)2n(P)1n(P

3)2(P)3(P

2)1(P)2(P

2)1(P


 

Πξνζζέηνληαο ηηο ζρέζεηο θαηά κέιε, θαηαιήγνπκε:  

2

2nn
)n(P

2 
 . 

Πξνθαλώο ε ηζόηεηα ηζρύεη όηαλ νη επζείεο ηέκλνληαη αλά δύν θαη αλά ηξείο δελ πεξλάλε από 

ην ίδην ζεκείν. 

 

 

22 .. 77     ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

 ην επίπεδν δίλνληαη n  δηαθνξεηηθέο  κεηαμύ ηνπο επζείεο πνπ ηέκλνληαη αλά δύν θαη αλά 

ηξεηο δελ πεξλάλε από ην ίδην ζεκείν. Να βξεζεί ην πιήζνο ησλ θξαγκέλσλ θαη κε θξαγκέλσλ 

ρσξίσλ πνπ δεκηνπξγνύληαη. 

Λύζε  
Οπνηαδήπνηε δύν γεηηνληθά θαη κε θξαγκέλα ρσξία ρσξίδνληαη  από εκηεπζείεο (ρήκαηα 4(α) θαη 

5(α)). Γειαδή έρνπλ θνηλό ζύλνξν εκηεπζεία. 

 

 

 
ρήκα 4 

Αλ ηώξα ζεσξήζνπκε κία νπνηαδήπνηε επζεία (ηέκλνπζα), ηόηε θάζε κία από ηηο δύν εκηεπζείεο 

πνπ απνηεινύλ κέξε ηεο, ρσξίδνπλ δύν αθξηβώο κε θξαγκέλα ρσξία άξα ηα κε θξαγκέλα ρσξία 

είλαη n2 . 
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ρήκα 5 

Αλ ηώξα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζρέζε  
2

2nn
)n(P

2 
   πνπ καο δίλεη ην πιήζνο όισλ ησλ 

ρσξίσλ, θαηαιήγνπκε όηη ην πιήζνο ησλ θξαγκέλσλ ρσξίσλ είλαη: 
2

2n3n2 
 .  

 

 

22 .. 88   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ
          

ην επίπεδν ζεσξνύκε nk   δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο επζείεο νη νπνίεο αλά ηξεηο δελ 

πεξλάλε από ην ίδην ζεκείν (όπνπ k  αθέξαηνο κε 1k   θαη n  ζεηηθόο αθέξαηνο). Από ηηο 

επζείεο απηέο , k  είλαη παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο ελώ νη ππόινηπεο n  δελ είλαη παξάιιειεο 

κεηαμύ ηνπο (ηέκλνληαη αλά δύν). Δπίζεο δελ ππάξρεη θάπνηα επζεία (από ηηο n ) πνπ λα είλαη 

παξάιιειε κε ηηο k  παξάιιειεο επζείεο. Όιεο νη παξαπάλσ επζείεο ηεκλόκελεο ρσξίδνπλ ην 

επίπεδν ζε ρσξία (πρ ηξηγσληθά, πνιπγσληθά θαη κε θξαγκέλα). 

Έλα ρσξίν ζα ην νλνκάδνπκε “θαιό” όηαλ βξίζθεηαη αλάκεζα ζηηο παξάιιειεο επζείεο. 

Αλ ζε έλα ζρεκαηηζκό, ην ειάρηζην πιήζνο ησλ “θαιώλ” ρσξίσλ είλαη 176 θαη ην κέγηζην 221, 

λα βξεζνύλ ηα n,k . 

 

Πξνθαλώο νη k  (δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο) παξάιιειεο επζείεο νξίδνπλ 1k  δηαδνρηθέο 

παξάιιειεο “ισξίδεο” ζην επίπεδν. 

Δπίζεο νη n  δηαθνξεηηθέο, κε παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο επζείεο, ηέκλνληαη αλά δύν ζε 

2

)1(

2










 nnn
 ζεκεία. 

Γηαθξίλνπκε ηώξα δύν πεξηπηώζεηο. 

1
ε
 Πεξίπησζε: Σα 









2

n
 ζεκεία ηνκήο ησλ n  επζεηώλ (πνπ ηέκλνληαη αλά δύν), βξίζθνληαη εθηόο 

ησλ παξάιιεισλ “ισξίδσλ”. 

 



ΤΝΓΤΑΣΙΚΗ  ΓΙΑ ΟΛΤΜΠΙΑΓΔ 

- 27 - 

 

ρήκα 6 

ηε πεξίπησζε απηή θάζε κία από ηηο n  επζείεο νξίδεη ζε θάζε “ισξίδα” 1n  “θαιά” ρσξία. 

Οπόηε νξίδνληαη ζπλνιηθά )1)(1(  nk  ζπλνιηθά “θαιά” ρσξία. 

ην (ρήκα 1) βιέπνπκε ηα “θαιά” ρσξία πνπ δεκηνπξγνύληαη από 3n  επζείεο. 

 

Αλ ηώξα έλα από ηα 








2

n
 ζεκεία ηνκήο ησλ n  επζεηώλ ην ζεσξήζνπκε κέζα ζε κία ισξίδα, ηόηε 

ζηε ισξίδα απηή ζα δεκηνπξγεζεί έλα επί πιένλ “θαιό”  ρσξίν (ρήκα 2). 

 

 

ρήκα 7 
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Άξα )1n)(1k(   είλαη ν ειάρηζηνο αξηζκόο  “θαιώλ” ρσξίσλ πνπ κπνξνύλ λα δεκηνπξγεζνύλ, 

δηόηη κε ηελ είζνδν θαζελόο από ηα 








2

n
 ζεκεία ηνκήο ζηηο ισξίδεο, απμάλεηαη ν αξηζκόο ησλ 

“θαιώλ” ρσξίσλ. 

 

2
ε
 Πεξίπησζε: Σα 









2

n
 ζεκεία ηνκήο ησλ n  επζεηώλ (πνπ ηέκλνληαη αλά δύν), βξίζθνληαη εληόο 

ησλ παξάιιεισλ ισξίδσλ. 

πλερίδνληαο ηε δηαδηθαζία εηζαγσγήο ησλ ζεκείσλ ηνκήο κέζα ζηηο “ισξίδεο”, ζα πξνζηίζεηαη 

θάζε θνξά θαη έλα “θαιό” ρσξίν. Έηζη ζην ηέινο ζα έρνπκε επί πιένλ 








2

n
 “θαιά” ρσξία. 

 

ρήκα 8 

 

Σειηθά ν κέγηζηνο αξηζκόο ησλ “θαιώλ” ρσξίσλ είλαη: 

2

)1n(n
)1n)(1k(


 . 

Δθόζνλ ηώξα (ζύκθσλα κε ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο), ν ειάρηζηνο αξηζκόο ησλ “θαιώλ” 

ρσξίσλ είλαη 176  θαη ν κέγηζηνο 221 , ζα ηζρύεη: 
















221
2

)1n(n
)1n)(1k(

176)1n)(1k(
















221
2

)1n(n
176

176)1n)(1k(

 
















221

2

)1n(n
176

176)1n)(1k(

. 

Λύλνπκε ην ζύζηεκα θαη βξίζθνπκε 10n,17k  . 
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2
νο

 Σξόπνο  ππνινγηζκνύ ηνπ κέγηζηνπ αξηζκνύ ησλ θαιώλ ρσξίσλ. 

Με ηε ζπιινγηζηηθή πνπ αλαπηύρζεθε ζηνλ πξνεγνύκελν ηξόπν, ν κέγηζηνο αξηζκόο ησλ θαιώλ 

ρσξίσλ επηηπγράλεηαη όηαλ ηα ζεκεία ηνκήο ησλ ηεκλνκέλσλ επζεηώλ βξεζνύλ κέζα ζηηο ισξίδεο 

πνπ δεκηνπξγνύλ νη παξάιιειεο επζείεο. 

Θα ππνινγίζνπκε ινηπόλ όια ηα ρσξία πνπ δεκηνπξγνύληαη από ηηο  nk   δηαθνξεηηθέο κεηαμύ 

ηνπο επζείεο θαη ζηε ζπλέρεηα ζα αθαηξέζνπκε ηα ρσξία πνπ βξίζθνληαη εθηόο ησλ παξαιιήισλ 

(έρνληαο πάληα ππ΄ όςηλ όηη ηα ζεκεία ηνκήο ησλ ηεκλνκέλσλ επζεηώλ βξίζθνληαη κέζα ζηηο 

ισξίδεο πνπ δεκηνπξγνύλ νη παξάιιειεο επζείεο). 

Έζησ )(mp  ην πιήζνο ησλ ρσξίσλ ζηα νπνία ρσξίδεηαη ην επίπεδν από m επζείεο νη νπνίεο δελ 

δηέξρνληαη αλά ηξεηο από ην ίδην ζεκείν. 

Πξνθαλώο 2)1( p . 

Θεσξνύκε ηώξα όηη )(mp  είλαη ην πιήζνο ησλ ρσξίσλ ζηα νπνία ρσξίδεηαη ην επίπεδν από ηηο m

επζείεο θαη θέξνπκε κία επί πιένλ επζεία κε ζθνπό λα ππνινγίζνπκε επαγσγηθά ην )1( mp . 

Πξνθαλώο rmpmp  )()1( . Όπνπ r  είλαη ην πιήζνο ησλ επί πιένλ ρσξίσλ πνπ 

“δεκηνπξγνύληαη” κε ηε ράξαμε ηεο  1m εο
 επζείαο. 

 

Με ηε ράξαμε ινηπόλ ηεο  1m εο
 επζείαο “δεκηνπξγνύληαη” ηόζα επί πιένλ ρσξία, όζα είλαη ηα 

ζεκεία ηνκήο ηεο κε ηηο ππόινηπεο επζείεο απμεκέλα θαηά έλα. 

Αλ δειαδή ε 1m επζεία είλαη παξάιιειε κε θάπνηα από ηηο πξνεγνύκελεο επζείεο, ηόηε ηα 

ζεκεία ηνκήο ηεο ζα είλαη 1m  θαη θαηά ζπλέπεηα “δεκηνπξγνύληαη”  mr   επί πιένλ ρσξία. 

Αλ όκσο ε 1m  επζεία δελ είλαη παξάιιειε κε θάπνηα από ηηο πξνεγνύκελεο επζείεο, ηόηε ηα 

ζεκεία ηνκήο ηεο ζα είλαη m  θαη θαηά ζπλέπεηα “δεκηνπξγνύληαη”  1mr  επί πιένλ ρσξία. 

Αλ ινηπόλ νη επζείεο δελ είλαη αλά δύν παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο θαη δελ δηέξρνληαη αλά ηξεηο από 

ην ίδην ζεκείν, κπνξνύκε λα δηαηππώζνπκε ηελ αλαδξνκηθή ζρέζε: mmpmp  )1()(  θαη 

2)1( p . Από ηε ζρέζε απηή πξνθύπηεη: 
2

2
)(

2 


mm
mp . 
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Θεσξώληαο ηώξα ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο, ζπκπεξαίλνπκε όηη ηα ρσξία πνπ 

“δεκηνπξγνύληαη” , είλαη: )1(
2

22




nk
nn

. 

Σα θαιά ρσξία πξνθύπηνπλ αλ αθαηξέζνπκε ηα )1(2 n  πνπ βξίζθνληαη εθηόο ησλ παξαιιήισλ 

επζεηώλ. 

 

22 .. 99     ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   
 

 ην εζσηεξηθό θάζε κίαο από ηηο πιεπξέο ηεηξαγώλνπ ζεσξνύκε n  δηαθνξεηηθά  κεηαμύ 

ηνπο ζεκεία. Να βξεζεί ν πιήζνο όισλ ησλ ηξηγώλσλ πνπ έρνπλ θνξπθέο ηα ζεκεία απηά.  

 

Λύζε (1
νο

 ηξόπνο) 
Από ηα n4  ζεκεία πνπ βξίζθνληαη ζηηο πιεπξέο ηνπ ηεηξαγώλνπ κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε 










3

n4
 ηξηάδεο ζεκείσλ. Όιεο βέβαηα απηέο νη ηξηάδεο ζεκείσλ, δελ νξίδνπλ ηξίγσλα γηαηί θάπνηεο 

ηξηάδεο απνηεινύληαη από ζπλεπζεηαθά ζεκεία. ε θάζε πιεπξά ππάξρνπλ 








3

n
 ην πιήζνο ηξηάδεο 

πνπ απνηεινύληαη από ζπλεπζεηαθά ζεκεία. Άξα δεκηνπξγνύληαη: 

)3n5(n2
3

n
4

3

n4
2 
















ηξίγσλα. 

Λύζε (2
νο

 ηξόπνο) 
Σα ηξίγσλα πνπ δεκηνπξγνύληαη, κπνξνύκε λα ηα ρσξίζνπκε ζε δύν ηύπνπο. 

αλ ηξίγσλα πξώηνπ ηύπνπ ζεσξνύκε απηά ησλ νπνίσλ θαη νη ηξείο θνξπθέο αλήθνπλ ζε 

δηαθνξεηηθέο πιεπξέο ηνπ ηεηξαγώλνπ ελώ ζαλ ηξίγσλα δεύηεξνπ ηύπνπ ζεσξνύκε απηά πνπ νη δύν 

θνξπθέο αλήθνπλ ζηελ ίδηα πιεπξά ηνπ ηεηξαγώλνπ θαη ε ηξίηε θνξπθή ζε δηαθνξεηηθή πιεπξά. 

Σν πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ πξώηνπ ηύπνπ είλαη 
3n4  (*) θαη ην πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ δεπηέξνπ ηύπνπ 

είλαη 









2

n
n43 (**), άξα ην πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ είλαη )3n5(n2

2

n
n43n4 23 








 . 

 

(*) Σηο ηξείο από ηηο ηέζζεξεηο πιεπξέο ηνπ  ηεηξαγώλνπ (επάλσ ζηηο νπνίεο ζα βξίζθνληαη νη 

θνξπθέο ησλ ηξηγώλσλ) κπνξνύκε λα ηηο επηιέμνπκε κε 4
3

4









ηξόπνπο. Σαπηόρξνλα κπνξνύκε λα 

επηιέμνπκε θάζε θνξπθή κε n  δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. Άξα ε εθινγή ηξηγώλσλ πξώηνπ ηύπνπ 

κπνξεί λα γίλεη (ζύκθσλα κε ηε πνιιαπιαζηαζηηθή αξρή) κε 
3n4  δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. 

 

(**) Σηο δύν από ηηο ηέζζεξεηο πιεπξέο ηνπ  ηεηξαγώλνπ (επάλσ ζηηο νπνίεο ζα βξίζθνληαη νη 

θνξπθέο ησλ ηξηγώλσλ) κπνξνύκε λα ηηο επηιέμνπκε κε 43
2

4









ηξόπνπο. Σαπηόρξνλα κπνξνύκε 

λα επηιέμνπκε ηε κία θνξπθή κε n  δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο θαη ηηο δύν άιιεο θνξπθέο (πνπ ζα 

αλήθνπλ ζηελ ίδηα πιεπξά κε 








2

n
 δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. Άξα (ζύκθσλα κε ηε 
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πνιιαπιαζηαζηηθή αξρή) ε εθινγή ηξηγώλσλ δεπηέξνπ ηύπνπ κπνξεί λα γίλεη κε 









2

n
n43  

δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. 

 

 

22 .. 1100   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   
 

 Γίλεηαη ζην επίπεδν έλα ζύλνιν S  από  n  ην πιήζνο ( 3n  ) δηαθνξεηηθά κεηαμύ ηνπο                                                                                                                              

ζεκεία πνπ αλά ηξία δελ αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία. Απνδείμηε όηη ππάξρνπλ 
3

)2n(n 
 

ηνπιάρηζηνλ ηξίγσλα κε θνξπθέο ζεκεία ηνπ ζπλόινπ S , πνπ δελ πεξηέρνπλ άιιν ζηνηρείν ηνπ 

ζπλόινπ S . 

 

Λύζε 

Έλα ηξίγσλν πνπ δελ πεξηέρεη άιια ζηνηρείν ηνπ ζεκεηνζπλόινπ S  ζα ην νλνκάδνπκε “θελό”. 

Πξνζπαζνύκε ινηπόλ λα ππνινγίζνπκε ην ειάρηζην πιήζνο ησλ “θελώλ” ηξηγώλσλ πνπ κπνξνύλ λα 

δεκηνπξγεζνύλ. 

Δίλαη γλσζηό όηη ε επζεία πνπ νξίδνπλ δύν νπνηαδήπνηε δηαθνξεηηθά κεηαμύ ηνπο ζεκεία ηνπ 

επηπέδνπ, ρσξίδεη ην επίπεδν ζε δύν εκηεπίπεδα. Καηαρξεζηηθά ζα ιέκε όηη ην δεύγνο ησλ 

ζεκείσλ ρσξίδεη ην επίπεδν ζε δύν εκηεπίπεδα. 

 
ρήκα 9 

ηε πεξίπησζή καο ππάξρνπλ δεπγάξηα ζεκείσλ πνπ ρσξίδνπλ (ρήκα 10) ην επίπεδν ζε δύν 

εκηεπίπεδα κε ηέηνην ηξόπν ώζηε ζην έλα εκηεπίπεδν λα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν ηνπ 

ζεκεηνζπλόινπ S  θαη ζην άιιν λα κελ ππάξρνπλ ζεκεία ηνπ  ζεκεηνζπλόινπ S . Σα δεπγάξηα ησλ 

ζεκείσλ ηνπ S  πνπ έρνπλ ηελ πξνεγνύκελε ηδηόηεηα ηα νλνκάδνπκε “ηύπνπ έλα”. 

Δλώ ηα δεπγάξηα ησλ ζεκείσλ ηνπ S  πνπ δελ έρνπλ ηελ πξνεγνύκελε ηδηόηεηα (δειαδή ππάξρνπλ 

ζεκεία ηνπ S  θαη ζηα δύν εκηεπίπεδα), ηα νλνκάδνπκε “ηύπνπ δύν”. 

Σν πιήζνο 
1s  ησλ  δεπγαξηώλ “ηύπνπ έλα” είλαη ην πνιύ n  θαη παίξλεη ηε κέγηζηε ηηκή ηνπ όηαλ ηα 

ζεκεία ηνπ S  νξίδνπλ θπξηό πνιύγσλν.(Γειαδή ns1  ) 

Δπεηδή όκσο ην ζπλνιηθό πιήζνο ησλ δεπγαξηώλ είλαη 








2

n
, ζπκπεξαίλνπκε όηη ην πιήζνο 

2s  ησλ 

δεπγαξηώλ “ηύπνπ δύν” ζα είλαη ηνπιάρηζηνλ  n
2

n








.(Γειαδή n

2

n
s2 








 ) 

 

Θεσξνύκε ηώξα ηπρόλ δεπγάξη ζεκείσλ B,A  “ηύπνπ έλα” θαη έζησ   ην ζεκείν ηνπ S  πνπ απέρεη 

ηελ ειάρηζηε απόζηαζε  από ην επζύγξακκν ηκήκα AB(*). Σόηε ην ηξίγσλν AB  είλαη “θελό”. 
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Γειαδή δελ ππάξρεη άιιν ζεκείν ηνπ S  ζην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ AB  (γηα ηελ απόδεημε ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εηο άηνπν απαγσγή). 

Έζησ όηη ππάξρεη ζεκείν X  ηνπ S ζην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ  AB  (ρήκα 11). Σόηε από ηελ 

αληζόηεηα ησλ εκβαδώλ ησλ ηξηγώλσλ AB  θαη ABX  θαηαιήγνπκε 
 ddX

, άηνπν δηόηη ην 

ζεκείν  απέρεη ηελ ειάρηζηε απόζηαζε από ην επζύγξακκν ηκήκα AB . 

 

 
ρήκα 10 

Απνδείμακε ινηπόλ όηη ζε θάζε δεπγάξη “ηύπνπ έλα” αληηζηνηρεί έλα ηνπιάρηζηνλ “θελό” ηξίγσλν. 

Με αλάινγν ηξόπν κπνξνύκε λα απνδείμνπκε όηη ζε θάζε δεπγάξη “ηύπνπ δύν” αληηζηνηρνύλ δύν 

ηνπιάρηζηνλ “θελά” ηξίγσλα. 

ε θάζε πεξίπησζε όκσο, θάζε “θελό” ηξίγσλν έρεη πξνζκεηξεζεί ην πνιύ ηξεηο θνξέο. 

πγθεληξώλνληαο ηνπο ζπκβνιηζκνύο θαη ηηο ζρέζεηο πνπ απνδείμακε πξνεγνπκέλσο, έρνπκε: 

 
1s : πιήζνο δεπγαξηώλ “ηύπνπ έλα” 

 Ιζρύεη: ns1   

 
2s : πιήζνο δεπγαξηώλ “ηύπνπ δύν” 

 Ιζρύεη: 









2

n
ss 21  θαη n

2

n
s2 








  

Άξα γηα ην πιήζνο t  ησλ θελώλ ηξηγώλσλ ζα ηζρύεη: 

3

)2n(n

3

n
2

n
2

3

s
2

n

3

sss

3

s2s
t

2

22121 




























 . 

 (*) ηε πεξίπησζε πνπ ππάξρεη θαη δεύηεξν ζεκείν ην νπνίν απέρεη ειάρηζηε απόζηαζε, 

δηαιέγνπκε έλα, ρσξηο λα ππάξρεη πξόβιεκα. 

 

22 .. 1111   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   
 

 ε θπξηό n -γσλν νη δηαγώληέο ηνπ (αλά ηξεηο) δελ πεξλάλε από ην ίδην ζεκείν. Να βξεζεί 

ην πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ πνπ νη πιεπξέο ηνπο βξίζθνληαη ζηηο πιεπξέο ή ζηηο δηαγώληεο ηνπ 

πνιπγώλνπ. 

 

Λύζε 

Σν ζύλνιν ησλ ηξηγώλσλ πνπ δεκηνπξγνύληαη ην ρσξίδνπκε ζε ηέζζεξεηο θιάζεηο 0S ,
1S ,

2S , 3S . 

Η θιάζε 3S  πεξηιακβάλεη ηα ηξίγσλα ησλ νπνίσλ θαη νη ηξεηο θνξπθέο ηνπο είλαη θνξπθέο ηνπ 

πνιπγώλνπ. 
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Πξνθαλώο 









3

n
S3 . 

Η θιάζε 
2S  πεξηιακβάλεη ηα ηξίγσλα ησλ νπνίσλ νη δύν θνξπθέο ηνπο είλαη θνξπθέο ηνπ 

πνιπγώλνπ. 

Παξαηεξνύκε όηη γηα ηέζζεξα νπνηαδήπνηε ζεκεία ηνπ πνιπγώλνπ (ρήκα 12(α)) δεκηνπξγνύληαη 

ηέζζεξα αθξηβώο ηξίγσλα ηεο θιάζεο 2S . Άξα  









4

n
4S2 . 

 

 
ρήκα 11 

Η θιάζε 
1S  πεξηιακβάλεη ηα ηξίγσλα ησλ νπνίσλ κία κόλν θνξπθή ηνπο είλαη θνξπθή θαη ηνπ 

πνιπγώλνπ. 

Παξαηεξνύκε όηη γηα πέληε νπνηαδήπνηε ζεκεία ηνπ πνιπγώλνπ (ρήκα 12(β)) δεκηνπξγνύληαη 

πέληε αθξηβώο ηξίγσλα ηεο θιάζεο 1S . Άξα  









5

n
5S1 . 

Η θιάζε ηέινο 0S  πεξηιακβάλεη ηα ηξίγσλα ησλ νπνίσλ νη θνξπθέο ηνπο δελ είλαη θνξπθέο ηνπ 

πνιπγώλνπ. 

Παξαηεξνύκε όηη γηα έμη νπνηαδήπνηε ζεκεία ηνπ πνιπγώλνπ (ρήκα 12(γ)) δεκηνπξγείηαη έλα 

αθξηβώο ηξίγσλν ηεο θιάζεο 0S . Άξα  









6

n
S0 . 

Σν ζπλνιηθό πιήζνο ησλ ηξηγώλσλ δίλεηαη από ην άζξνηζκα  3210 SSSS  . 

 

22 .. 1122   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

 Έζησ n  αθέξαηνο κε k3n   θαη ( k  αθέξαηνο κε 2k  ). 

Ιζόπιεπξν ηξίγσλν   δηαηξείηαη ζε 2
n  ίζα κηθξά ηζόπιεπξα 

ηξίγσλα, ζρεδηάδνληαο επζείεο παξάιιειεο ζηηο πιεπξέο ηνπ. ην 

ζρήκα θαίλεηαη ε πεξίπησζε γηα 6n  ( 2k  ) θαζώο θαη έλα 

“πιαθίδην” (ηξαπέδην) πνπ δεκηνπξγείηαη από ηξία κηθξά 

ηζόπιεπξα ηξίγσλα. Υξσκαηίδνπκε ηα ζεκεία ηνπ πιέγκαηνο κε 

ηξία ρξώκαηα (Κόθθηλν, Μπιε θαη Πξάζηλν), κε ηέηνην ηξόπν ώζηε 

δύν γεηηνληθά ζεκεία λα έρνπλ δηαθνξεηηθό ρξώκα. Σέινο, έλα 

“πιαθίδην” ζα ην ιέκε: “Κόθθηλν, Μπιε ή Πξάζηλν”, όηαλ ην κέζν ηεο κεγάιεο βάζεο ηνπ, 

έρεη “Κόθθηλν, Μπιε ή Πξάζηλν” ρξώκα αληίζηνηρα. 

Να βξεζεί ην πιήζνο όισλ ησλ “πιαθηδίσλ” πνπ δεκηνπξγνύληαη, θαζώο θαη πόζα από απηά 

είλαη “Κόθθηλα, Μπιε, Πξάζηλα”. Μέξνο ελόο πιαθηδίνπ κπνξεί λα θαιύπηεηαη από άιιν 

δεκηνπξγνύκελν πιαθίδην. 

Λύζε 
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Σν κέζν ηεο κεγάιεο βάζεο ηνπ πιαθηδίνπ ζα ην νλνκάδνπκε (γηα 

ζπληνκία) “θέληξν” ηνπ πιαθηδίνπ. 

Κάζε ζεκείν πνπ βξίζθεηαη ζηηο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ (εθηόο από 

ηηο θνξπθέο ηνπ) είλαη ην θέληξν ελόο θαη κόλν πιαθηδίνπ.  ε θάζε 

πιεπξά ππάξρνπλ 1n  ζεκεία πνπ κπνξνύλ λα είλαη θέληξα 

πιαθηδίσλ. Έηζη ππάξρνπλ  )1n(3   πιαθίδηα πνπ ηα θέληξα ηνπο 

βξίζθνληαη ζηηο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ (ζην δηπιαλό ζρήκα 

βιέπνπκε ηε πεξίπησζε γηα 6n  ).  

Κάζε άιιν ζεκείν πνπ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ είλαη 

ην θέληξν έμη πιαθηδίσλ. ην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ ππάξρνπλ 

2

)1n)(2n(
)2n(321


   ζεκεία. Άξα ππάξρνπλ  )2n)(1n(3

2

)1n)(2n(
6 


  

πιαθίδηα. 

Πξνζζέηνληαο βξίζθνπκε όηη ππάξρνπλ ζπλνιηθά 2)1n(3   πιαθίδηα.  

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηώξα ην πιήζνο ησλ θόθθηλσλ-κπιε-πξάζηλσλ πιαθηδίσλ, αξθεί λα 

ππνινγίζνπκε ην πιήζνο ησλ  θόθθηλσλ-κπιε-πξάζηλσλ ζεκείσλ πνπ βξίζθνληαη ζηηο πιεπξέο θαη 

ην εζσηεξηθό ηνπ κεγάινπ ηξηγώλνπ. 

Σν ρξώκα κε ην νπνίν μεθηλάκε θαη ρξσκαηίδνπκε ηελ θνξπθή   ηνπ κεγάινπ ηζόπιεπξνπ 

ηξηγώλνπ, ην νλνκάδνπκε “πξσηεύνλ ρξώκα” θαη ηα άιια δύν “δεπηεξεύνληα ρξώκαηα”. 

Αλ ππνζέζνπκε όηη 3n  ( 1k  ), ηόηε δεκηνπξγείηε έλα “βαζηθό ηζόπιεπξν ηξίγσλν” , ην νπνίν 

ζπκβνιίδνπκε κε 3 . 

Αλ ρξσκαηίζνπκε κε ην πξσηεύνλ ρξώκα κία θνξπθή ηνπ ηξηγώλνπ 3 , ηόηε θαη νη δύν άιιεο 

θνξπθέο ηνπ (θαζώο θαη ην πεξίθεληξό ηνπ) ζα έρνπλ ην ίδην ρξώκα. 

Κάζε κεγάιν ηζόπιεπξν ηξίγσλν απνηειείηαη από 2k)1k2(31    βαζηθά ηζόπιεπξα 

ηξίγσλα 3  ησλ νπνίσλ νη θνξπθέο θαη ηα πεξίθεληξα έρνπλ ην “πξσηεύνλ ρξώκα”. 

 

 
Από ηνλ ηξόπν ρξσκαηηζκνύ ησλ ζεκείσλ (ηα γεηηνληθά ζεκεία έρνπλ δηαθνξεηηθό ρξώκα) 

πξνθύπηεη όηη ηα ζεκεία   θαη   έρνπλ ην “πξσηεύνλ ρξώκα”. 

ε θάζε πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ  , ππάξρνπλ 1k   ζεκεία πνπ έρνπλ ην “πξσηεύνλ ρξώκα” θαη 

k2  ζεκεία πνπ έρνπλ ηα “δεπηεξεύνληα ρξώκαηα”. 

Άξα δεκηνπξγνύληαη )1k(3   θόθθηλα πιαθίδηα (αλ βέβαηα ην “πξσηεύνλ ρξώκα” είλαη ην 

θόθθηλν). 

Σν πιήζνο ησλ κπιε ζεκείσλ ηζνύηαη κε ην πιήζνο ησλ πξάζηλσλ ζεκείσλ, νπόηε δεκηνπξγνύληαη 

k3  κπιε θαη k3  πξάζηλα πιαθίδηα. 
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ην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ ππάξρνπλ 2k  ζεκεία πνπ είλαη ηα πεξίθεληξα ησλ βαζηθώλ ηξηγώλσλ 

3  θαη θαηά ζπλέπεηα έρνπλ ην “πξσηεύνλ ρξώκα”. 

Τπάξρνπλ επίζεο 
2

)1k)(2k(
)2k(21


   πνπ δελ είλαη ηα πεξίθεληξα βαζηθώλ 

ηξηγώλσλ, αιιά έρνπλ ην “πξσηεύνλ ρξώκα”. 

Άξα έρνπκε ηειηθά: )1k2k3(3)1k(3
2

)1k)(2k(
6k6 22 


  θόθθηλα πιαθίδηα. 

ην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ, ππάξρνπλ ζπλνιηθά 
2

)1k3)(2k3(
)2k3(21


   ζεκεία. 

Αλ από απηά αθαηξέζνπκε ηα 
2

2k3k3

2

)1k)(2k(
k

2
2 




  πνπ έρνπλ ην “πξσηεύνλ ρξώκα”, 

κέλνπλ  )1k(k3   ζεκεία πνπ έρνπλ ηα “δεπηεξεύνληα ρξώκαηα”. 

Έηζη ζα έρνπκε 
2

)1k(k3 
 κπιε θαη 

2

)1k(k3 
 πξάζηλα ζεκεία ζην εζσηεξηθό ηνπ ηξηγώλνπ. 

Σειηθά έρνπκε: )1k2k3(3 2   θόθθηλα πιαθίδηα, )2k3(k3  κπιε θαη )2k3(k3  πξάζηλα 

πιαθίδηα. 

Μπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε σο “πξσηεύνλ ρξώκα”  ην κπιε ή ην πξάζηλν, νπόηε πξνθύπηνπλ 

αλάινγεο απαληήζεηο. 

 

22 .. 1133   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

 ην θαξηεζηαλό επίπεδν Oxy  ζεσξνύκε ηα ζεκεία )1,40(A1 , )2,40(A2 ,…, )40,40(A40  

θαζώο θαη ηα επζύγξακκα ηκήκαηα 4021 OA,,OA,OA  . Έλα ζεκείν ηνπ θαξηεζηαλνύ 

επηπέδνπ Oxy  ζα ην νλνκάδνπκε “θαιό” όηαλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ είλαη αθέξαηνη αξηζκνί θαη 

βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό (δει. δελ ηαπηίδεηαη κε ηα άθξα) ελόο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 

40,,3,2,1iOAi  . Έλα από ηα παξαπάλσ επζύγξακκα ηκήκαηα, ζα ην νλνκάδνπκε 

επίζεο “θαιό”, όηαλ πεξηέρεη έλα ηνπιάρηζηνλ “θαιό” ζεκείν. 

Να ππνινγηζζεί ην πιήζνο ησλ “θαιώλ” ζεκείσλ θαη ην πιήζνο ησλ “θαιώλ” επζπγξάκκσλ 

ηκεκάησλ. 

 

Λύζε 

ηε ιύζε πνπ αθνινπζεί, ζα ζπκβνιίδνπκε κε )l,k(MK , ην κέγηζην θνηλό δηαηξέηε ησλ 

αθεξαίσλ αξηζκώλ l,k . 

 
 

Έλα ζεκείν )l,k(M  ζα αλήθεη ζην εζσηεξηθό ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο  iOA , αλ θαη κόλν αλ, 

ηα δηαλύζκαηα OM  θαη iOA  έρνπλ ηνλ ίδην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο (κε l,k  αθέξαηνπο αξηζκνύο 

θαη 40k0  ). 

Γειαδή πξέπεη λα ηζρύεη 
k

l

40

i
   (κε l,k  αθέξαηνπο αξηζκνύο θαη 40k0  ). 
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Γηα λα είλαη ηώξα ην επζύγξακκν ηκήκα iOA  “θαιό”, ζα πξέπεη ην θιάζκα 
40

i
 λα κελ είλαη 

αλάγσγν (ώζηε λα δεκηνπξγνύληαη ηζνδύλακα κε ην 
40

i
 θιάζκαηα κε αθέξαηνπο όξνπο πνπ ζα 

δεκηνπξγνύλ ην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο 
k

l
 θαη ηηο αληίζηνηρεο ζπληεηαγκέλεο ηνπ “θαινύ” ζεκείνπ 

)l,k(M ). 

Γηα λα ππάξρεη ινηπόλ “θαιό” ζεκείν ζην επζύγξακκν ηκήκα iOA  (ώζηε λα ραξαθηεξηζηεί θαη ην 

ίδην σο “θαιό”) ζα πξέπεη 1)i,40(MK  . 

Αλ ηώξα 1)i,40(MK  , ηόηε ζα ππάξρνπλ 1)i,40(MK   “θαιά” ζεκεία ζην επζύγξακκν 

ηκήκα iOA . 

ην ζεκείν )2,40(A2  αληηζηνηρεί ην “θαιό” επζύγξακκν ηκήκα 2OA , ζην νπνίν αλήθεη ην “θαιό” 

ζεκείν )1,20( . 

ην ζεκείν )4,40(A4  αληηζηνηρεί ην “θαιό” επζύγξακκν ηκήκα 4OA , ζην νπνίν αλήθνπλ ηα 

“θαιά” ζεκεία )1,10( )2,20( )3,30( . 

 

Με απηό ηνλ ηξόπν δεκηνπξγνύκε ηνλ πίλαθα: 

 

A2(40,2) ΜΚΔ(40,2)=2 1 A40(40,40) ΜΚΔ(40,40)=40 39 

A4(40,4) ΜΚΔ(40,4)=4 3 A38(40,38) ΜΚΔ(40,38)=2 1 

A5(40,5) ΜΚΔ(40,5)=5 4 A36(40,36) ΜΚΔ(40,36)=4 3 

A6(40,6) ΜΚΔ(40,6)=2 1 A35(40,35) ΜΚΔ(40,35)=5 4 

A8(40,8) ΜΚΔ(40,8)=8 7 A34(40,34) ΜΚΔ(40,34)=2 1 

A10(40,10) ΜΚΔ(40,10)=10 9 A32(40,32) ΜΚΔ(40,32)=8 7 

A12(40,12) ΜΚΔ(40,12)=4 3 A30(40,30) ΜΚΔ(40,30)=10 9 

A14(40,14) ΜΚΔ(40,14)=2 1 A28(40,28) ΜΚΔ(40,28)=4 3 

A15(40,15) ΜΚΔ(40,15)=5 4 A26(40,26) ΜΚΔ(40,26)=2 1 

A16(40,16) ΜΚΔ(40,16)=8 7 A25(40,25) ΜΚΔ(40,25)=5 4 

A18(40,18) ΜΚΔ(40,18)=2 1 A24(40,24) ΜΚΔ(40,24)=8 7 

A20(40,20) ΜΚΔ(40,20)=20 19 A22(40,22) ΜΚΔ(40,22)=2 1 

  
60 

  
80 

 

Από ηνλ παξαπάλσ πίλαθα ζπκπεξαίλνπκε όηη ην πιήζνο ησλ “θαιώλ” ηκεκάησλ είλαη 24  θαη ην 

πιήζνο ησλ θαιώλ ζεκείσλ 140 . 

 

Παξαηεξήζεηο 

1. Ο παξαπάλσ πίλαθαο έρεη επξεία αλάπηπμε γηα δηδαθηηθνύο ιόγνπο. 

2. Ο ππνινγηζκόο ηνπ πίλαθα δηεπθνιύλεηαη ζεκαληηθά κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ησλ ηδηνηήησλ 

ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε: )l,k(MK = )k,l(MK = )k,kl(MK  = )k,kl(MK  . 
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3. Σν πιήζνο ησλ “θαιώλ” ρσξίσλ κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε ηε βνήζεηα ηεο ζπλάξηεζεο   

ηνπ EULER. Δίλαη γλσζηό όηη )n(n   παξηζηά ην πιήζνο ησλ ζεηηθώλ αθεξαίσλ πνπ 

είλαη κηθξόηεξνη ή ίζνη κε ηνλ n  θαη δελ είλαη πξώηνη πξνο απηόλ. 

Δπεηδή όκσο 32540  , έρνπκε: 16
5

4

2

1
40

5

1
1

2

1
140)40( 

















 . 

Άξα ην πιήζνο ησλ “θαιώλ” ηκεκάησλ είλαη 24)40(40  . 

 

22 .. 1144   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

  Σν ηζνζθειέο ηξαπέδην πνπ απνηειείηαη από ίζα κεηαμύ ηνπο 

ηζόπιεπξα ηξίγσλα (όπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα) είλαη ην 

ζρεδηάγξακκα κηαο πόιεο. Όια ηα επζύγξακκα ηκήκαηα είλαη 

δξόκνη. Οη επηζθέπηεο ηεο πόιεο μεθηλνύλ από ην ζεκείν   θαη 

κπνξνύλ λα θηλνύληαη κόλν πξνο ηα δεμηά θαη επάλσ (ινμά 

αξηζηεξά ή ινμά δεμηά). Πόζεο είλαη νη δπλαηέο δηαδξνκέο πνπ 

κπνξεί λα αθνινπζήζεη έλαο επηζθέπηεο (μεθηλώληαο από ην 

ζεκείν  ) γηα λα θηάζεη ζηα ζεκεία    ,,,  πνπ βξίζθνληαη ηα αμηνζέαηα ηεο πόιεο. 

Λύζε 

 

Θα ζπκβνιίδνπκε κε κηθξά (πεδά) γξάκκαηα ην πιήζνο ησλ ηξόπσλ κε ηνπο νπνίνπο έλαο 

επηζθέπηεο κπνξεί λα πξνζεγγίζεη ηα αληίζηνηρα ζεκεία (πνπ ζπκβνιίδνληαη κε θεθαιαία 

γξάκκαηα). 

 
Πρ: Με 1  ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ ηξόπσλ κε ηνπο νπνίνπο έλαο επηζθέπηεο κπνξεί λα 

πξνζεγγίζεη ην ζεκείν (δηαζηαύξσζε) 1 . 

Πξνθαλώο 1z54321   , δηόηη ηα αληίζηνηρα ζεκεία κπνξνύλ λα 

πξνζεγγηζηνύλ κε έλα κόλν ηξόπν (δεδνκέλνπ όηη ν επηζθέπηεο κπνξεί λα θηλεζεί κόλν πξνο ηα 

δεμηά γηα ηελ πξνζέγγηζή ηνπο). 

ε θάζε άιιε πεξίπησζε, νη ηξόπνη πξνζέγγηζεο πξνθύπηνπλ από ην άζξνηζκα ησλ ηξόπσλ 

πξνζέγγηζεο ζεκείσλ γεηηνληθώλ πξνο ηα αξηζηεξά θαη πξνο ηα θάησ (θάησ αξηζηεξά θαη θάησ 

δεμηά). 

Έηζη έρνπκε: 211   , 42112   ….. 

Με αλάινγν ηξόπν ππνινγίδνπκε ηνπο ηξόπνπο πξνζέγγηζεο πνπ θαίλνληαη παξαζηαηηθόηεξα ζην 

ζρήκα. 
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22 .. 1155   ΠΠ ΡΡ ΟΟ ΒΒ ΛΛ ΗΗ ΜΜ ΑΑ   

 Σν ηζνζθειέο ηξαπέδην (πνπ θαίλεηαη ζην δηπιαλό 

ζρήκα) απνηειείηαη από ίζα κεηαμύ ηνπο ηζόπιεπξα 

ηξίγσλα  πνπ νη πιεπξέο ηνπο έρνπλ κήθνο 1 . Η πιεπξά 

1  έρεη κήθνο 3  θαη ε κεγάιε βάζε ηνπ 1  έρεη 

κήθνο 1 .  Ξεθηλάκε από ην ζεκείν 1  θαη 

θηλνύκαζηε θαηά κήθνο ησλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ 

πνπ νξίδνληαη κόλν πξνο ηα δεμηά θαη επάλσ (ινμά 

αξηζηεξά ή ινμά δεμηά). Τπνινγίζηε (ζπλαξηήζεη ηνπ   ή αλεμάξηεηα από απηό) ην πιήζνο 

όισλ ησλ δπλαηώλ δηαδξνκώλ πνπ κπνξνύκε λα αθνινπζήζνπκε, κε ζθνπό λα θαηαιήμνπκε 

ζηα ζεκεία  ,,, . Όπνπ    αθέξαηνο κεγαιύηεξνο ηνπ 3 . 

Λύζε 

ηε κεγάιε βάζε ηνπ ηξαπεδίνπ ππάξρνπλ ηα ζεκεία  ,,,, 321  . 

ηελ επόκελε πξνο ηα άλσ γξακκή ππάξρνπλ ηα ζεκεία   1321 ,,,,  . 

ηελ επόκελε πξνο ηα άλσ γξακκή ππάξρνπλ ηα ζεκεία   2321 ,,,,  . 

ηε κηθξή ηέινο βάζε ηνπ ηξαπεδίνπ ππάξρνπλ ηα ζεκεία    3321 ,,,,  . 

Θα ζπκβνιίδνπκε κε κηθξά (πεδά) γξάκκαηα ην πιήζνο ησλ ηξόπσλ κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα 

πξνζεγγίζνπκε ηα αληίζηνηρα ζεκεία (πνπ ζπκβνιίδνληαη κε θεθαιαία γξάκκαηα). 

 
Πρ: Με 1  ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ ηξόπσλ κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα πξνζεγγίζνπκε ην 

ζεκείν 1 . 

Πξνθαλώο 154321    , δηόηη ηα αληίζηνηρα ζεκεία κπνξνύλ λα 

πξνζεγγηζηνύλ κε έλα κόλν ηξόπν (δεδνκέλνπ όηη κπνξνύκε λα θηλεζνύκε κόλν πξνο ηα δεμηά γηα 

ηελ πξνζέγγηζή ηνπο). 

ε θάζε άιιε πεξίπησζε, νη ηξόπνη πξνζέγγηζεο πξνθύπηνπλ από ην άζξνηζκα ησλ ηξόπσλ 

πξνζέγγηζεο ζεκείσλ, γεηηνληθώλ πξνο ηα αξηζηεξά θαη πξνο ηα θάησ (θάησ αξηζηεξά θαη θάησ 

δεμηά). Έηζη έρνπκε:  

211    

)()(22a 3132132132213212    

)()(2)a(2a2 4143214321433214323    

 

Άξα )1(,,3,2,1kk22)1k(2)()(2 1k11k321k     . 
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Με αλάινγν ηξόπν ππνινγίδνπκε ηνπο ηξόπνπο πξνζέγγηζεο ησλ ζεκείσλ ηεο ηξίηεο από θάησ 

γξακκήο θαη ηεο κηθξήο βάζεο. 

 

  )()(2 1i11i321i    

  )2i22())1i(242(2   

  )i24())1i(21(4   

  )2i(2)2i)(1i(2  

 )2(,,3,2,1i)2i(i2   . 

 

  )()(2 1m11m321m  
     )3m)(1m(312)3m)(1m(42314

S

     

  


 )3m)(1m(312
6

)9m2)(2m)(1m(
4  

            (…θαη κεηά από πξάμεηο, θαηαιήγνπκε …) 

 )3(,,3,2,1m)19m12m2(m
3

2 2   . 

 

Σειηθά έρνπκε: 22 , )12)(3(
3

2 2   , )2(2    θαη )1(2   . 

 

Τπνινγηζκόο ηνπ αζξνίζκαηνο:   )3m)(1m(4231S   . 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ ηζόηεηα x2x)2x(x 2   γηα mx,.2x,1x   , έρνπκε: 

6

)7m2)(1m(m

2

)1m(m
2

6

)1m2)(1m(m
S

m2m)2m(m

32353

22242

12131

1

2

2

2

2


































. 

Θέηνπκε όπνπ m  ην 1m  θαη έρνπκε 
6

)9m2)(2m)(1m(
S


 . 
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